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ТЕТРАГОНАЛДЫ СИНГОНИЯНЫҢ АНИЗОТРОПТЫ 
ОРТАДА ТЕРМОСЕРПІМДІ ТОЛҚЫНДАРДЫҢ ТАРАЛУЫ 
КЕЗІНДЕГІ КЛАССИКАЛЫҚ ЕМЕС ҚАТАН ЕМЕС 
ТҮЙІСҮДІҢ ШЕКАРАЛЫҚ ШАРТТАРЫ ТУРАЛЫ

Жұмыста әртүрлі физика-механикалық қасиеттері бар 
жұқа қабаттардың толқындық процестерге әсерін зерттеу 
үшін классикалық емес байланыс жағдайларын жалпылау 
ұсынылады. Тетрагоналды жүйенің 422, 4 мм, 4/mm класстарының 
анизотропты орталарында термосерпімді толқындардың 
таралуын сипаттайтын айнымалы коэффициенттері бар 1-ретті 
дифференциалдық теңдеулер жүйесі құрылды. Термосерпімді 
қасиеттері бар жұқа қабат үшін қатты емес байланыс 
шарттарының қорытындысы келтірілген. С-тәрізді қасиеттері 
бар қабаттарды зерттеу мүмкіндігі дәлелденді (δ - Дирак 
функциясы). Матрицант әдісінің ерекшеліктерінің бірі – осы әдіс 
шеңберінде ортаның бейнелі қасиеттерін зерттеу мүмкіндігі. Бұл 
қасиеттер жұқа қабаттың қасиеттері мен қоршаған ортаның 
қасиеттері арасындағы айтарлықтай айырмашылық жағдайын 
модельдейді. Қатты емес контактінің шекаралық шарттарын 
шығару матрицалық әдісті қолдануға негізделген. Бұл жұмыста 
көп қабатты гетероструктуралардағы толқындардың таралуын 
зерттеуге матрицант әдісін қолдану мүмкіндігі талқыланады. 
Шекаралық шарттар арқылы жұқа қабаттардың әсерін есепке 
алу осы қабаттардағы қозғалыс теңдеулерінің шешімдерін құруға 
жол бермеді. Бұл есептеу көлемін едәуір азайтады және алынған 
шешімдерді талдауды жеңілдетеді. Толқындық процестерге 
әртүрлі физика-механикалық қасиеттері бар жұқа қабаттардың 
әсерін зерттеу үшін классикалық емес байланыс жағдайларын 
жалпылау келтірілген.

Кілтті сөздер: анизотропты орта, жылу теңдеулері, 
жылу ағыны, термосерпімді толқындар, қатты емес байланыс, 
матрицант әдісі.

Кіріспе
Пьезоэлектрлік, пьезомагниттік және термопьезоэлектрлік қасиеттері 

бар ортадағы өзара байланысты серпімді және электромагниттік 
толқындық процестерге ғылыми қызығушылық аспап жасау, микро және 
наноэлектроника, ақпараттық технологиялар сияқты ғылым мен техниканың 
әртүрлі салаларында қолдану перспективасымен байланысты болды. Жоғары 
жиілікті электроникадағы келесі қосымшаларды ерекше атап өтуге болады; 
әртүрлі логикалық элементтерде, жад элементтерінде және ақпаратты 
өңдеу құрылғыларында мультиферроидты құрылымдарды қолдану; дербес 
сымсыз энергия көздері; айнымалы және тұрақты өріс датчиктері; жаңа 
композициялық материалдар жасау [1]. 

[2] жұмыста төмен жиілік диапазонында және электромеханикалық 
резонанс саласында магнитострикциялық және пьезоэлектрлік материалдарға 
негізделген композиттік қабатты композиттердің қасиеттерін сипаттайтын 
теориялық модель ұсынылған. Теория ұсынылған және эксперименталды 
түрде зерттелген магнитоэлектрлік әсер әртүрлі пішіндегі үлгілерге арналған 
феррит-пьезоэлектриктерге негізделген көп қабатты композициялық 
материалдарда және екі қабатты магнитострикциялық-пьезоэлектрлік 
құрылымда. Теориялық зерттеуді тек ресейлік ғалымдар ғана емес, басқа 
елдердің өкілдері де жүргізеді. Мысалы, [3] мақаласы магнитострикциялық 
қабаттардың магнитоэлектрлік әсерін зерттейді.

Электромагниттік және серпімді (акустикалық) толқындық процестерді 
зерттеумен қатар, өзара трансформация болған кезде әртүрлі физикалық 
сипаттағы толқындардың таралу заңдылықтарын зерттеу өзекті болып 
табылады. Байланысты өрістердегі толқындық процестер серпімді, 
электромагниттік және жылу өрістерінің өзара әсерін көрсетеді. 
Электромагниттік өрістердің деформация өрісімен байланысы пьезоэлектрлік, 
пьезомагниттік және магнитострикциялық қасиеттері бар ортада орын алады.

Жаңа физикалық құбылыстарды зерттеу және қатты күйдегі электроника 
құралдары мен құрылғыларын жасау негізінен жаңа берілген қасиеттері бар 
материалдарды синтездеуге, екі немесе одан да көп бөлек фазалардан тұратын 
көпфункционалды композиттік материалдарды жасауға байланысты [4–7].

Материалдар мен әдістер
Бұл мақалада матрицант әдісіне негізделген [8] әртүрлі физикалық-

механикалық қасиеттері бар ортада серпімді және жылу толқындарының 
таралуы және осы ерекшеліктерді практикалық мақсатта пайдалану зерттеледі. 

mailto:nurlybek_79@mail.ru
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Сонымен қатар байланысты өрістер болған кезде гетероқұрылымдардың 
орташа физикалық-механикалық параметрлерін анықтау әдісін әзірлеу 
қарастырылады.

Матрицант әдісіне сүйене отырып, серпімді анизотропты ортадағы, 
анизотропты диэлектрлік ортадағы толқындық процестер, анизотропты 
пластиналардағы толқындар, магнитоэлектрлік әсер ететін ортадағы 
электромагниттік толқындар [9], сұйық кристалдардағы толқындар [10], 
термосерпімді ортадағы толқындардың таралуы [11-17], пьезоэлектрлік 
және пьезомагниттік әсерлерімен байланысты толқындық процестер 
қарастырылды [18].

Бұл жұмыста көп қабатты гетероструктуралардағы толқындардың 
таралуын зерттеуге матрицант әдісін қолдану мүмкіндігі талқыланады.

 шартын қанағаттандыратын қабаттар болған кезде (  – толқын 
ұзындығы,  – қабаттың қалыңдығы) толқын өрістерінің шешімдерін құру 
және оларды талдауды едәуір жеңілдетуге болады. Бұл жағдайда жұқа 
қабаттардың әсері арнайы (классикалық емес) шекаралық шарттарымен 
ескеріледі.

Шекаралық шарттар арқылы жұқа қабаттардың әсерін есепке алу осы 
қабаттардағы қозғалыс теңдеулерінің шешімдерін құруды болдырмауға 
мүмкіндік береді. Бұл есептеу көлемін едәуір азайтады және алынған 
шешімдерді талдауды жеңілдетеді.

Алғаш рет Подяпольский Г.С. [19] жұмысында қатаң емес байланыстың 
шекаралық шарттары ұсынылды. Оларды енгізудің негізгі мақсаты қатаң 
байланыс арасындағы аралық жағдайды қамтитын және жұқа тұтқыр серпімді 
қабаттарды енгізуге негізделген байланыс жағдайларын қарастыруға болады:

	
						      				  

	�  (1)

Жоғарыда көрсетілген және басқа да ғылыми жарияланымдарда қатаң 
емес байланыстың шекаралық шарттарын қолдану деформацияланатын 
қатты механика ортасының әртүрлі модельдерімен шектеледі. Сонымен 
қатар, қатаң емес байланыстың шекаралық жағдайларын конструктивті 
қолдану саласы өте кең.

Әртүрлі физика-механикалық құбылыстары бар серпімді анизотропты 
орталар үшін шекаралық қатты емес жанасуды шығару матрицант әдісіне 
негізделген қарапайым және түсінікті. Термосерпімді орта жағдайында 
қозғалыс теңдеулері:

							       					�      (2)

сәйкесінше Фурье жылу өткізгіштік теңдеулері мен жылу ағынының 
теңдеулері:

				    				  
� (3)

Дюгамель – Нейманның анықтаушы қатынастарымен байланысты:

					     � (4)

мұндағы  – кернеу тензоры;
 – ортаның тығыздығы;

 – жылуөткізгіштік тензоры;
 – жылу ағынының векторы;

 – айналмалы жиілік;
 – термомеханикалық параметрлер;

 – Кошидің кіші деформация тензоры; 
 – тұрақты деформация кезіндегі жылусыйымдылық;

 – табиғи жай-күй температурасымен салыстырғанда 
температураның өсуі,   кіші деформация үшін.

Нәтижелер және талқылау

1-ші ретті дифференциалдық теңдеулер жүйесін құру. Матрица 
коэффициенттерін талдау

Тетрагоналдық сингония (422, 4 mm, 4/mmm класстары) үшін Дюгамель 
– Нейман қатынастары келесі түрде болады:

	(5)
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Ал бірінші ретті теңдеулер жүйесі:

								        					   
� (6)

Бұл дифференциалдық теңдеулер жүйесі келесі 8 теңдеулерге 
келтіріледі: 

В матрицасының құрылысы көлемдік жағдайда Тетрагоналдық сингония 
үшін мына түрде болады 

		  	�  (7)
	

(7) құрылысынан әртүрлі поляризациялы серпімді толқындардың 
жылулық толқынмен байланыса таралып, термосерпімді эффектіге ие 
болатыны байқалады. 

Тетрагоналдық сингония үшін коэффициенттері матрицасының   
элементтері көлемдік жағдайда мына түрде болады:

			 

В матрицасының нөлден өзгеше b13, b24 коэффициенттері бойлық 
және көлденең Х-поляризацияланған толқындардың өзара тасымалын 
анықтайды. b15, b26 элементтері көлденең Y-поляризациясының бойлық 
толқынмен өзара байланысын анықтайды. Нөлден өзгеше b45 элементі 
көлденең поляризацияның толқындары арасындағы өзара трансформацияны 
анықтайды. 
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b17 коэффициентінің нөлден өзгешелігі көлденең толқынның 
термосерпімді эффектімен таралатынын білдіреді:

							     

b47 және b67 нөлдік элементтері:

			 

Көлденең поляризациялы серпіді толқындардың термосерпімді 
эффектімен таралатынын білдіреді. Осы кезде b47 Х- поляризациялы серпімді 
толқынның термосерпімді эффектісін, ал b67 Y-поляризациялы көлденең 
толқынның термосерпімді эффектісін сипаттайды.

Қатаң емес байланыстың шекаралық шарттары
Егер жылу серпімді ортада h және  қалыңдығының жұқа қабаты 

болса (λ – толқын ұзындығы, h – гетерогенділік кезеңі), онда (6) теңдеулер 
жүйесін ақырлы айырмашылық түрінде ұсынуға болады:

				    			 
� (8)

(8) формуладан тікелей:

							        				  
	�  (9)

(9) формуланы келесі түрде жазып:

						      			 
	�  (10)

термосерпімді қасиеттері бар жұқа қабаттың әсерін сипаттайтын 
шекаралық шарттарды аламыз.

 шарты жүктелген күйдің квазистатикалығына байланысты 
жұқа қабаттың ішіндегі толқын өрісінің құрылысын болдырмауға мүмкіндік 
береді. Шекаралық шарттар (10) қатаң емес байланыстың қажетті шарттары 
бар. (10) – дан қатты байланыс шарты (1). В матрицасының элементтері 
жұқа қабаттың физика-механикалық қасиеттерінің әсерін ескереді, өйткені 
(9) бұл үшін В (7) матрицасын немесе (6) теңдеулер жүйесін білу жеткілікті.

Егер  аймағында жұқа қабаттың сол жақ шекарасы  
болса, онда қабат матрицасы келесідей болады:

						       				�    (11)

–матрица қабаты   – матрица қабаты 
Егер кейбір N қабатының ішінде жұқа қабаттар болса, жалпы қабаттың 

матрицасы келесідей жазылады:

					     		�   (12)

Қазіргі уақытта матрицант әдісі үшін магнитоэлектрлік әсерді, серпімді, 
термоэлектрлік, сұйық кристалды орталарды ескере отырып, пьезоэлектрлік 
және пьезомагниттік орталар үшін (6) типті теңдеулер әзірленді және алынды. 
(6) жүйесіндегі шекаралық жағдайларға сүйене отырып, осы орталар үшін 
әртүрлі физика-механикалық қасиеттері бар жұқа қабаттарды енгізу арқылы 
әртүрлі жасанды гетероқұрылымдарды жобалауға болады.

(10) типті шекаралық шарттарды қолданудың маңызды аспектісі әртүрлі 
тор кезеңдерімен жанасудағы кристалдық орталардың деформациясы мен 
бұрмалануының әсерін есепке алу, сондай-ақ жанасу бұрмалануларын 
және олардың физика-механикалық параметрлерге әсерін зерттеу болып 
табылады. 

Матрицант әдісінің ерекшеліктерінің бірі – осы әдіс шеңберінде ортаның 
бейнелі қасиеттерін зерттеу мүмкіндігі. Бұл қасиеттер жұқа қабаттың 
қасиеттері мен қоршаған ортаның қасиеттері арасындағы айтарлықтай 
айырмашылық жағдайын модельдейді. Математикалық тұрғыдан ол 
келесідей жазылады:

					     � (13)
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Қорытынды
Бұл мақалада матрицанттың аналитикалық әдісі негізінде 422, 4 

мм, 4/мм класстарының Тетрагоналды сингониясының анизотропты 
ортасында термосерпімді толқындардың таралу заңдылықтары зерттелді. 
Тетрагоналды жүйенің 422, 4 мм, 4/мм класстарының анизотропты 
орталарында термосерпімді толқындардың таралуын сипаттайтын айнымалы 
коэффициенттері бар 1-ретті дифференциалдық теңдеулер жүйесі құрылды. 
Толқындық процестерге әртүрлі физика-механикалық қасиеттері бар жұқа 
қабаттардың әсерін зерттеу үшін классикалық емес байланыс жағдайларын 
жалпылау келтірілген. Термосерпімді қасиеттері бар жұқа қабат үшін осы 
шарттардың қорытындысы келтірілген. С тәрізді қасиеттері бар қабаттарды 
зерттеу мүмкіндігі дәлелденді ( δ – Дирак функциясы).
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О НЕКЛАССИЧЕСКИХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ 
НЕЖЕСТКОГО КОНТАКТА ПРИ РАСПРОСТРАНЕНИИ 

ТЕРМОУПРУГИХ ВОЛН В АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ 
ТЕТРАГОНАЛЬНОЙ СИНГОНИИ 

В работе предлагается обобщение неклассических условий 
контакта для исследования влияния тонких прослоек с различными 
физико-механическими свойствами на волновые процессы. Построена 
система дифференциальных уравнений 1-го порядка с переменными 
коэффициентами, описывающие распространение термоупругих 
волн в анизотропных средах тетрагональной системы классов 
422, 4 mm, 4/mmm. Приведен вывод условий нежесткого контакта 
для тонкого слоя с термоупругими свойствами. Доказывается 
возможность исследования слоев с -образными свойствами ( - 
функция Дирака). Одним из конструктивных особенностей метода 
матрицанта является возможность в рамках этого метода 
исследовать -образные свойства среды. Эти свойства моделируют 
случай существенного отличия свойств тонкого слоя от свойств 
окружающей среды. Вывод граничных условий нежесткого 
контакта основан на применении матричного метода матрицанта. 
В данной работе обсуждается возможность применения метода 
матрицанта к изучению распространения волн в многослойных 
гетероструктурах. Учет влияния тонких слоев посредством 
граничных условий позволил исключить построение решений 
уравнений движения в этих слоях, что, естественно существенно 
уменьшает объем вычислений и облегчает анализ полученных 
решений. Дано обобщение неклассических контактных условий для 
изучения влияния тонких слоев с различными физико-механическими 
свойствами на волновые процессы.

Ключевые слова: анизотропная среда, уравнения 
теплопроводности, приток тепла, термоупругие волны, нежесткий 
контакт, метод матрицанта.
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ON NON-CLASSICAL BOUNDARY CONDITIONS OF NON-RIGID 
CONTACT DURING THE PROPAGATION 

OF THERMOELASTIC WAVES IN ANISOTROPIC MEDIUM 
OF TETRAGONAL SYNGONY

The paper proposes a generalization of non-classical contact 
conditions to study the effect of thin layers with different physical 
and mechanical properties on wave processes. A system of 1st-order 
differential equations with variable coefficients describing the propagation 
of thermoelastic waves in anisotropic media of a tetragonal system of 
classes 422, 4 mm, 4/mmm is constructed. The conclusion of non-rigid 
contact conditions for a thin layer with thermoelastic properties is given. 
The possibility of studying layers with δ-shaped properties (δ - Dirac 
function) is proved. One of the design features of the matricant method 
is the possibility to investigate the δ-shaped properties of the medium 
within the framework of this method. These properties simulate the case 
of a significant difference between the properties of a thin layer and the 
properties of the environment. The derivation of the boundary conditions 
of non-rigid contact is based on the application of the matrix method 
of the matricant. In this paper, the possibility of applying the matricant 
method to the study of wave propagation in multilayer heterostructures is 
discussed. Considering the influence of thin layers by means of boundary 
conditions made it possible to exclude the construction of solutions to the 
equations of motion in these layers, which naturally significantly reduces 
the amount of calculations and facilitates the analysis of the solutions 
obtained. A generalization of non-classical contact conditions is given for 
studying the effect of thin layers with different physical and mechanical 
properties on wave processes.

Keywords: anisotropic medium, heat conduction equations, heat 
inflow, thermoelastic waves, non-rigid contact, matricant method.
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