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О ТРЕХМЕРНОМ ТЕНЗОРЕ УПРУГОСТИ 
В АНИЗОТРОПНЫХ СРЕДАХ 

 
Формула закона Гука для относительных величин выражается   

как    σ=Eε.    В    такой    форме    он    справедлив для любых   малых   
объёмов   материала.   В   области классической    линейной    
упругости    с    тензором    напряжений σ и тензором деформации ε 
обобщенная форма закона Гука задается  как σij=Cijklεkl, где тензор 
четвертого порядка C=(Cijkl) известен как тензор упругости. Этот 
тензор существенно расширяет понятие константы жесткости 
пружины k, применяя его к более сложным,                      многомерным системам, 
что позволяет точнее описывать механические свойства различных 
материалов. В то время как пружинная константа описывает 
поведение простой пружины, тензор упругости способен охватить 
значительно более сложные и многокомпонентные взаимодействия 
в материалах. Инварианты этих тензоров упругости 
инкапсулируют ключевые механические свойства материалов, 
эффективно обобщая и дополняя понятие «жесткости пружины» 
в сложных контекстах. В рамках этой статьи мы применяем 
обобщенное представление Кельвина для параметризации тензора 

mailto:nurlybek_79@mail.ru
mailto:nurlybek_79@mail.ru
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напряжений, что значительно упрощает и делает более наглядным 
процесс определения действия на тензор упругости. Это, в свою 
очередь, способствует более глубокому пониманию механических 
характеристик материалов и их реакции на внешние воздействия. 

Ключевые слова: закон Гука, количественная симметрия, 
теория представлений, анизотропия, линейная упругость. 

 
Введение 
Тензор упругости, тензор четвертого ранга, характеризует связь между 

напряжением и деформацией в линейно-упругом материале [1;2]. Согласно 
обобщенному закону Гука для однородного анизотропного тела, эта связь 
определяется как линейная корреляция между тензором напряжений второго 
ранга σij и тензором деформации : 

 

          (1) 

Компоненты C обычно изменяются при базисном преобразовании. 
Однако некоторые преобразования дают комбинации компонентов, 
называемых инвариантами, которые остаются постоянными. Эти инварианты 
определяются на основе определенного набора преобразований, называемых 
групповой операцией. Например, инвариант для группы собственных 
ортогональных преобразований, обозначаемый как SO(3), сохраняет 
постоянное значение при любом трехмерном вращении. 

Авторы работы [3] исследовали данную проблему, первоначально 
использовав для определения независимых инвариантов в двумерном и в 
трехмерном случаях. 

В монографии [4] получены инвариантные соотношения, отражающие 
внутреннюю симметрию различных анизотропных сред. Автором доказано, 
что инвариантные соотношения имеют место для уравнений упругих, 
электромагнитных волн в различных кристаллах, а также отражают общие 
свойства решений уравнений движения. 

Определение инвариантов имеет первостепенное значение в механике, 
особенно когда речь идет о реконструкции геометрических и механических 
свойств материала. Эти инварианты позволяют описывать внутреннюю 
структуру материала и его отклик на различные внешние воздействия, 
что особенно важно для материалов с анизотропными или сложными 
свойствами. Ряд исследователей [5;6;7;8;9;10;11;12;13] предложили методы 
для определения инвариантов тензора упругости в трехмерном пространстве. 



Вестник Торайгыров университета, ISSN 2959-068Х. 
Серия: Физика, математика и компьютерные науки. № 3, 2024 

83 

 

 

В рамках этой статьи мы применяем обобщенное представление 
Кельвина для параметризации тензора напряжений. Это позволяет 
существенно упростить процесс анализа, а также сделать его более 
наглядным, что особенно полезно для определения воздействия на тензор 
упругости. Такой подход дает возможность глубже изучить механические 
свойства различных материалов и их поведение при внешних нагрузках, 
включая напряжения и деформации. Понимание инвариантов тензора 
упругости помогает улучшить прогнозирование поведения материалов в 
сложных условиях эксплуатации, что имеет прикладное значение в таких 
областях, как инженерия, материаловедение и проектирование новых 
материалов с заданными свойствами. 

Материалы и методы 
Здесь описывается подход, используемый для определения инвариантов 

путем воздействия элемента SO(3) на тензор упругости. 
Закон Гука и представление Кельвина 
Орбиты пространства тензора упругости S2S2R3 под действием SO(3) 

на R3 описываются E, когда для линейного представления: 
 

где 
 

 

В классической линейной упругости закон Гука гласит, что σ=Cε. Этот 
закон может быть представлен представлением Фойгта и Кельвина. 
Обозначение Фойгта не существенно для базового исследования симметрий. 
Следовательно, мы применим представление Кельвина [10; 11], в котором 
выражение для C имеет следующий вид: 

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝐶𝐶1111 𝐶𝐶1122 𝐶𝐶1133 √2𝐶𝐶1123 √2𝐶𝐶1113 √2𝐶𝐶1112
𝐶𝐶1122 𝐶𝐶2222 𝐶𝐶2233 √2𝐶𝐶2223 √2𝐶𝐶2213 √2𝐶𝐶2212
𝐶𝐶1133 𝐶𝐶3322 𝐶𝐶3333 √2𝐶𝐶3323 √2𝐶𝐶3313 √2𝐶𝐶3312
√2𝐶𝐶2311 √2𝐶𝐶2322 √2𝐶𝐶2333 2𝐶𝐶2323 2𝐶𝐶2313 2𝐶𝐶2312
√2𝐶𝐶1311 √2𝐶𝐶1322 √2𝐶𝐶1333 2𝐶𝐶1323 2𝐶𝐶1313 2𝐶𝐶1312
√2𝐶𝐶1211 √2𝐶𝐶1222 √2𝐶𝐶1233 2𝐶𝐶1223 2𝐶𝐶1213 2𝐶𝐶1212 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

          (2) 

 

Используя представление в терминах Кельвина и заменяя обозначение 
тензора напряжений σ на s, можем получить следующую универсальную 
форму: 



Торайғыров университетінің Хабаршысы, ISSN 2959-068Х. 
Физика, математика және компьютерлік ғылымдар сериясы. № 3, 2024 

84 

 

 

 (3) 
 

Так для d=3 мы имеем: 
 

 
Результаты и обсуждение 
Параметризация тензора напряжений 
Поворот на угол θ применяется к тензору напряжений вдоль оси Z в 

трёхмерном пространстве. Согласно Монтегетти [15] и Эйлеру [16], матрица 
поворота rθ имеет следующий вид: 

    (4) 

Далее пишем                 , мы можем написать  
 
 
 

  

                

⎝

⎜⎜
⎛

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 0 0 0 2𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 0 0 0 −2𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃

0 0 1 0 0 0
0 0 0 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 −𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 0
0 0 0 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 0

−𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 0 0 0 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃⎠

⎟⎟
⎞

            (5) 

   
 

  
 
 

   
 

Рассматривая соотношение (2) таким же образом, имеем: 
 

 
Элементы S’ имеют вид: 
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(6) 
 
 
 
 
 

как функция от. Что приводит к (7), где элементы s’ являются функцией 
θ и 2θ: 

 
 
 
 

(7) 
 
 
 
 

Следующим шагом является использование следующих параметров в 
старой и преобразованной ортогональных системах координат: 

 

(8) 
 

 
Делаем некоторые перестановки и переходим к s(s1, s2, s3, s5, s6) в 

𝑐𝑐𝑐𝑐∗(𝑝𝑝𝑝𝑝, 𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑐𝑐), в новой сформированной базе (𝑒𝑒𝑒𝑒 ,𝑒𝑒𝑒𝑒 ,𝑒𝑒𝑒𝑒 ,𝑒𝑒𝑒𝑒 ,𝑒𝑒𝑒𝑒 ,𝑒𝑒𝑒𝑒 ): 
6 4 5 3 

 

   

1 2 6 4 5 3 
 

(9) 
 

 
В новой базе элементы s’ задаются как , где R: 
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(10) 
 
 
 
 

Вдоль оси е1 мы имеем один инвариант (p), (s3) вдоль оси e6, (q1)2 
сформировано как е2 и е3 и  (q2)2 сформировао как е4 и е5. Первые два 
представляют собой прямые, тогда как последние два описывают окружности 
Мора с радиусом q1 и ( )q2 соответственно. 

Мы также проверяем, что R является матрицей вращения: det(R) = 1 
и Rt = R. 

Именно эту матрицу вращения R мы будем использовать в последующем. 
Модификации и разложение тензора упругости 
По аналогии с представлением Кельвина положим   

Учитывая перестановки, выполненные в (7), перепишем C согласно закону 
Гука: 

s = Ce 
 

где s — тензор напряжений, C — упругость, e — тензор деформаций. Из 
уравнения (8) выведем следующее: 

 

(11) 
 

где: 
 

𝑷𝑷 = 𝑷𝑷−𝟏𝟏 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

1
√2

1
√2

0 0 0 0

1
√2

−1
√2

0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞
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Получаем новый тензор упругости, который мы записали C*. Пусть 

сейчас В дальнейшем будет использоваться упрощенная 
форма тензора упругости, представляемая здесь. 

 
Действие R над Č 
Действие R над Č дает: 

(12) 
 

Запишем R в следующей сокращенной форме: 
 
 

 

 
 
 

Эта сокращенная форма помогает нам упростить расчет, и мы получаем: 

(13) 
 

Обозначим 
Мы можем переписать в виде: 

 
 

(14) 
 

 
 

Мы видим, что  делится на три группы, связанные            
преобразование каждой группы не связано с другими. 
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Видно, что тензор C делится на шесть групп по Тингу [8]. Проанализировав 
данные, он обнаружил, что инварианты некоторых групп состоят из 
компонентов, связанных с различными группами Ck для k=1,2,3,...,6. Важно 
отметить, что другие исследователи использовали то же самое разложение, 
что и Тинг, но выражали преобразования явно, а не в матричном виде. 

 
 

В следующей статье мы попытаемся определить инварианты каждого 
преобразования по отдельности. Для каждого компонента    у нас есть 
шесть независимых инвариантов. 

Выводы 
Таким образом, мы определили вращение SO(3), которое позволило 

выявить восемнадцать независимых инвариантов в декартовой системе 
координат, подтверждая их существование как глобальных инвариантов. При 
рассмотрении типов материалов, соответствующих каждому инварианту, 
мы сосредоточились на изотропном случае, что продемонстрировало 
потенциал этих инвариантов для классификации материалов. Интересным 
направлением дальнейших исследований будет предоставление механической 
интерпретации и завершение классификации на основе обнаруженных 
инвариантов. 
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Салыстырмалы шамалар үшін Гук заңының формуласы σ=Eε 

түрінде өрнектеледі. Бұл пішінде ол кез келген шағын көлемдегі 
материал үшін жарамды. Кернеу тензоры σ және деформация 
тензоры ε болатын классикалық сызықтық серпімділік облысында 
Гук заңының жалпыланған түрі σij=Cijklεkl түрінде берілген, мұнда 
төртінші ретті тензор C=(Cijkl) серпімділік тензоры ретінде 
белгілі. Бұл тензор серіппелі тұрақты k ұғымын айтарлықтай 
кеңейтеді, оны күрделірек, көп өлшемді жүйелерге қолданады, бұл 
әртүрлі материалдардың механикалық қасиеттерін дәлірек 
сипаттауға мүмкіндік береді. Серіппе тұрақтысы қарапайым 
серіппенің әрекетін сипаттаса, серпімді тензор материалдардағы 
әлдеқайда күрделі және көп компонентті өзара әрекеттесулерді 
түсіруге қабілетті. Бұл серпімді тензорлардың инварианттары 
күрделі контексттерде «серіппелі қаттылық» түсінігін тиімді 
түрде жалпылайтын және кеңейтетін материалдардың негізгі 
механикалық қасиеттерін қамтиды. Бұл мақалада біз кернеу 
тензорын параметрлеу үшін жалпылама Кельвин көрінісін 
қолданамыз, бұл икемділік тензорындағы әрекетті анықтау 
процесін айтарлықтай жеңілдетеді және айқынырақ етеді. Бұл 
өз кезегінде материалдардың механикалық сипаттамаларын және 
олардың сыртқы әсерлерге реакциясын тереңірек түсінуге ықпал 
етеді. 

Кілтті сөздер: Гук заңы, сандық симметрия, өкілдік теориясы, 
анизотропия, сызықтық серпімділік. 
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ABOUT THE THREE-DIMENSIONAL ELASTICITY 

TENSOR IN ANISOTROPIC MEDIA 
 

The formula of Hooke’s law for relative quantities is expressed as 
σ=Eε. In this form, it is valid for any small volumes of material. In the 
realm of classical linear elasticity, with the stress tensor σ and the strain 
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tensor ε, the generalized form of Hooke’s Law is given by σij=Cijklεkl, where 
the fourth-order tensor C=(Cijkl) is known as the elasticity tensor. This 
tensor significantly extends the concept of the spring constant k by 
applying it to more complex, multidimensional systems, which allows 
for a more accurate description of the mechanical properties of various 
materials. While the spring constant describes the behavior of a simple 
spring, the elasticity tensor is able to capture much more complex and 
multi-component interactions in materials. Invariants of these elasticity 
tensors encapsulate key mechanical properties of materials, effectively 
generalizing and complementing the concept of «spring stiffness»  in 
complex contexts. In this paper, we apply the generalized Kelvin 
representation to parameterize the stress tensor, which significantly 
simplifies and makes more intuitive the process of defining the action 
on the elasticity tensor. This, in turn, facilitates a deeper understanding 
of the mechanical properties of materials and their response to external 
influences. 

Keywords: Hooke’s Law, quantifying symmetry, representation 
theory, anisotropy, linear elasticity. 
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