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Жұмыста жазық-рычагты механизм кинематикасы зерттеледі. 
Құрылымдық талдау әдістерін қолдану арқылы механизмнің құрылу 
формуласы алынды. Граф әдісі арқылы кинематика қозғалысының 
теңдеуі құрылды, графиктік және сандық әдістер арқылы кез-
келген уақыт аралығы үшін механизм звеноларының траекториясы, 
жылдамдығы және бұрыштық жылдамдықтары анықталды.

The work is aimed to investigate the kinematics of the plain-lever 
mechanism. The formula of the mechanism structure is revealed through 
using of methods and ways of structural analysis. The equations of direction 
have been composed by method of graph; the trajectories, speeds of points 
and angular velocities of mechanism links have been defined by graphics 
and numerical methods for any moment of time.

УДК 531.8

Е. Аринов1, С. Ж. Карипбаев2, К. З. Сартаев3, 
Г. Т. Касымова4, Н. А. Испулов5

1Жезказганский университет имени О. А. Байконурова, г. Жезказган; 
2АО «Академия гражданской авиации», г. Алматы; 3Екибастузский инженерно-
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Кинематика ОДНОcекционного 
пространственного механизма 
ТИПА БРИКАРДА

В работе рассмотрен параллельный манипулятор и получены 
численные результаты решения прямой задачи кинематики. Для 
определения абсолютных положений подвижной платформы при 
заданных обобщенных координатах в прямой задаче использован 
итерационный метод решения кинематики многоконтурных 
стержневых параллельных манипуляторов с различными 
кинематическими парами.

Ключевые слова: параллельный манипулятор, кинематические 
пары, прямая задачa кинематики.

Актуальность исследования. Казахская школа под научным 
руководством академика Умирбека Арислановича Джолдасбекова внесла 
значительный вклад в исследовании в области специальных видов 
пространственных механизмов. На основе этих механизмов за последние 
годы созданы их структурные схемы, исследованы теоретические основы 
кинематики, динамики [1, 2].

Довольно обширные работы зарубежных ученых посвящены 
структурно-кинематическому аналитическому и экспериментальному 
исследованию пространственных механизмов.

Предметом кинематики механизмов с автоматическим управлением, 
ведущее звено которое приведется в движение от приводов по определенной 
программе, является описание его пространственного положения как 
функции времени.

Задачи кинематики механизмов приходится решать на различных этапах 
проектирования. При этом приходится определять как положения их звеньев 
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относительно инерциальной системы координат (ИСК) по известному 
закону ведущего звена и заданной кинематической схеме и геометрических 
параметров, так и закон движения ведущего звена, обеспечивающего 
относительные их положения.

Первая из этих задач называется прямой, а вторая – обратной задачей 
о положениях механизмов. Обратная задача кинематики возникает более 
часто, чем прямая. Несмотря на это, первая основная задача кинематики 
механизмов является важным как в теоретическом, так и прикладном 
плане наряду с обратной задачей. Для ряда механизмов замкнутого типа не 
вызывают сложности обратная задача о положениях, в то время как прямая 
задача приводит к нелинейным уравнениям.

В работе [3] представлено решение матричных уравнений, необходимых 
для анализа кинематики замкнутых одноконтурных стержневых 
пространственных механизмов, содержащих вращательные и цилиндрические 
кинематические пары (КП). 

Анализ проведенного обзора литературы показывает, что разработка 
специальных видов пространственных механизмов с поступательными и 
вращательными кинематическими парами для возможности повсеместного 
применения, решения и анализа их прямой задачи о положениях с помощью 
универсальных машинных алгоритмов и программ является актуальной 
задачей.

Прямая задача кинематики решаются различными методами. Наиболее 
часто используются приближенные методы. В предлагаемой работе 
представлены алгоритмические аспекты моделирования на быстродействующих 
ПЭВМ задачи определения абсолютных положений звеньев одноконтурного 
пространственного механизма с одной степенью свободы, с применением 
эффективного машинно-ориентированного итерационного метода Уикер-
Денавит-Хартенберга с шестью параметрами [4] для безусловной оптимизации 
применяемых алгоритмов. Этот метод позволяет осуществить исчерпывающий 
анализ кинематики любого звена, любой точки пространственного механизма 
относительно ИСК, в силу общности аналитического подхода, кроме того, он 
может быть запрограммирован для машинного счета. 

Основные соотношения кинематики пространственного механизма 
с вращательными и поступательными кинематическими парами. Объект 
исследования – пространственный рычажный механизм типа Брикарда с 
замкнутой кинематической цепью с одной степенью свободы.

Инерциальную систему координат (ИСК) XYZ свяжем с неподвижным 
звеном (рисунок 1). Относительное движение сочленений передается 
звеньями, в результате чего они занимают в пространстве заданное 
положение по отношению ИСК.

Для описания вращательных и поступательных связей между соседними 
звеньями Уикер-Денавит-Хартенберг предложили матричный метод [3]. 
Смысл этого метода состоит в формировании и определении однородной 
матрицы преобразования размерностью 4×4 для описания взаимного 
пространственного положения двух смежных звеньев механизма. В работах 
[1, 2] эта матрица используются для кинематического анализа манипуляторов.

В общем случае механизм имеет произвольное число контуров L, 
произвольное число степеней свободы p. Каждый контур состоит из nj 
звеньев, где j=1,…,L – число контуров.

Для каждого звена определяются правые ортогональные трехгранники 
xji yjizji и xj(i+1) yj(i+1)zj(i+1), жестко связанные на двух его концах, взаимно 
ортогональными осями; т.е. повороты от оси xji к yji или от оси xj(i+1) к 
yj(i+1) на угол 90° происходит против часовой стрелки, если смотреть с 
положительного направления осей zji и zj(i+1) соответственно, где i=1,...,n – 
число звеньев.

Поскольку вращательное или поступательное сочленение имеет 
только одну степень свободы, каждая система координат xji yjizji механизма 
соответствует (i+1)-му сочленению и связана i-м звеном. Когда происходит 
движение в i-м сочленении, i-е звено начинает двигаться относительно  
(i-1)-го звена. Поскольку i-я система координат связана с i-м звеном, она 
движется вместе с ним. Поэтому n-я система координат движется вместе с 
последним n-м звеном механизма.

Каждая система координат формируется на основе следующих правил 
(см. рисунок 1) [3,4]:

– оси zji, zj(i+1) являются характерными осями движения соответствующих 
пар и направлены вдоль оси i-го и (i+1)-го сочленения соответственно, а 
направления этих осей выбираются произвольно;

– ось xj(i+1) образована общим перпендикуляром hji, направленным от 
оси zji к zj(i+1). Если же zji и zj(i+1) пересекаются, то ориентацию оси xj(i+1) можно 
выбрать произвольно; 

– ось xji выбрана произвольно;
– оси yji и yj(i+1) дополняют оси xji, zji и xj(i+1), zj(i+1) до правой декартовой 

системы координат.
Ось Z ИСК направлена по характерной оси движения первого 

сочленения.
Когда характерные оси движения предыдущей и последующей КП 

механизма расположены между собой произвольным образом, геометрию и 
положение любого звена можно полностью описать с шестью параметрами 
Уикер (рисунок 1) [3,4].
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Рисунок 1 – Система координат i-го звена 
и параметры Уикер-Денавит-Хартенберга

Для вращательных сочленений параметры cji, aji, αji, bji, βji являются 
характеристиками сочленения, постоянными для данного типа ППМ, а 
γji является переменной величиной, изменяющейся при движении i-го 
звена относительно (i-1)-го. Для поступательных сочленений cji является 
переменной величиной, а остальные 5 параметров – постоянными.

Параметры cji, γji, aji, αji, bji, βji для каждого звена необходимо измерять 
в соответствии со следующими принятыми обозначениями [1-4]:

– cji – расстояние между пересечением оси zji с осью hji и началом i-й 
системы координат, и отсчитывается вдоль положительного направления 
оси zji;

– γji – присоединенный угол, т.е. угол, на которой надо повернуть ось xji 
вокруг оси zji против хода часовой стрелки, чтобы ее направление совпала 
с направлением оси hji;

– aji – линейное смещение, т.е. расстояние между пересечением оси zji с 
осью hji и оси zj(i+1), и отсчитываемое вдоль оси hji, т.е. кратчайшее расстояние 
между осями zji и zj(i+1);

– αji – угловое смещение, т.е. угол, на которой надо повернуть ось zji 
против хода часовой стрелки вокруг оси hji, чтобы ее направление совпала 
с направлением оси zj(i+1);

– bji – расстояние от направления оси hji до направления оси xj(i+1), 
измеряемое по положительному направлению оси zj(i+1);

– βji – угол между положительными направлениями hji и оси xj(i+1), 
измеряемый против хода часовой стрелки относительно положительного 
направления оси zj(i+1).

Запишем основное уравнение итерационного процесса:
0j)1n(jjl2j1j BIB...B...BB −≅+++++ −      � (1)
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где матрица [ ]jiS    является расширенной матрицей перехода для 
кинематической пары.

Хотя уравнение (1) в развернутом виде остается очень громоздким и 
содержит много операций перемножения матриц, оно имеет симметричную 
форму и может быть легко реализовано на вычислительной машине.

Основное уравнение (1) решается относительно dγjl и dcjl.
Для любого положения механизма величины γjp известны как входные 

углы, где p - число степеней свободы. Каждая из величин aji, αji, cji, βji,bji 
также известны, поскольку эти величины характеризуют размеры механизма. 
Необходимо определить остальные переменные γjl и cji итерационным 
методом:

jljljl dγγγ +=    и jljljl dccc +=    � (3)

где l – число зависимых параметров, jlγ    и jic   – начальные оценки и dγjl и 
dcjl – ошибки начальных оценок jlγ    и jic    по отношению к точной величине.

Координаты кинематических пар (КП) механизма в ИСК определяются 
элементами первого столбца матрицы Sji.

Для решения прямой задачи кинематики, т.е. для нахождения 
неизвестных углов поворота dγjl используется итерационный метод Гаусса-
Зейделя [5], суть которого заключается в нижеследующем:

– общем случае r-е уравнение системы из N уравнений для момента 
времени t + ∆t может быть записано в виде

0j
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– из этого уравнения можно найти
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– если процесс итераций таков, что в правой части используются 
последние приближения δl, то для k -й итерации имеем 
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Часто для уточнения решения используется прием, состоящий в 
умножении разности между итерациями для dγjl на некоторый коэффициент 
и представлении уточненной величины dγjl в виде

( )1k
jr

*k
jr

1k
jr

k
jr dddd −− −+= γγ∆γγ ,                      � (7)

где *k
jrdγ    – вычисленная ранее величина, а ∆ – коэффициент верхней 

релаксации, значение которого обычно лежит между 1 и 2.
Итерационный метод Гаусса-Зейделя легко программируется. Каждое 

уравнение итерируется в соответствии с (6), и найденное значение уточняется 
в соответствии с (7). Процесс повторяется столько раз, сколько необходимо 
для получения приемлемого решения, причем сходимость обычно 
оценивается путем вычисления разности между двумя последовательными 
приближениями. 

Алгоритм и анализ перемещений пространственного механизма 
типа Брикарда. Для проверки эффективности итерационного метода 
Уикер-Денавит-Хартенберга была составлена программа на ПЭВМ для 
одноконтурного пространственного механизма типа Брикарда (рисунок 2) с 
соответствующими геометрическими и кинематическими характеристиками 
по разработанному последовательному алгоритму: 
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Рисунок 2 – Пространственный механизм типа Брикарда

– задаются начальные геометрические размеры и кинематические 
характеристики механизма. Записывается символическое уравнение, 
образуется однородная матрица преобразования размерностью 4х4 для 
описания взаимного пространственного положения двух смежных звеньев 
механизма, которая несет информацию о поступательном и вращательном 
перемещении. Вычисляется произведение матриц преобразования, которое 
полностью описывает геометрию механизма; 

– образуются матрицы для составления уравнения приближения для 
определения ошибок начальной оценки по отношению к точной величине 
неизвестных углов поворота;

– рассчитываются полные углы поворота;
– проводится анализ кинематики механизма.
Описание программы, реализована на персональных компьютерах 

серии IBM PC в профессиональной версии Fortran 90 MP с математической 
библиотекой IMSL фирмы Visual Numerics, Inc [5].

Контур механизма образуется звеньями, которые ограничены 
поступательными и вращательными парами 1-2-3-4-5-6 (рисунок 2).
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Координаты точек механизма в неподвижной системе координат XYZ, 
совпадающей при t = 0 с системой x1 y1 z1, определяются элементами первого 
столбца матрицы Sji.

Кинематические пары на рисунке пронумеровано жирными цифрами, 
а звенья механизма - нежирными арабскими цифрами. Длины звеньев 
принимают следующие значения:

l1=l2=0.05м, l3=l4=l5=l1 /2м � (8)

ИСК XYZ жестко соединена со звеном 1, начало которой находится в 
узле 1. Так как механизм имеет p=1 степень свободы, то в механизме имеется 
(N–p) зависимых углов для вращательной и перемещение для поступательной 
КП, где N – число КП.

Достаточно точные начальные оценки и начальные данные этих 
параметров, т.е. геометрию любого звена и его положение относительно 
предыдущего звена для исследуемого механизма при произвольном 
расположении оси движения предыдущей и последующей его кинематических 
пар можно описать с шестью параметрами Уикер-Денавита-Хартенберга и 
символическое уравнение запишется в виде:
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или для контура имеет вид: 
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Расчет кинематики механизма проводится по разработанному алгоритму 
и программе.

Изменение углов поворота (в радианах, вертикальная ось) кинематических 
пар механизма по времени (горизонтальная ось) показано на рисунке 3.
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Рисунок 3 – Изменение углов поворота звеньев )6,2l(,jl =γ    
пространственного механизма типа Брикарда

На рисунке 4 показано изменение координат механизма по 
соответствующим осям в ИСК в зависимости от времени. По горизонтальной 
оси отложено время в секундах, по вертикальной оси – значения перемещений 
точек сочленения звеньев механизма в метрах.
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Рисунок 4 – Изменения перемещений точек сочленения звеньев 
механизма типа Брикарда

Краткие выводы. С применением эффективного машинно-
ориентированного метода Уикер-Денавит-Хартенберга решена прямая 
задача кинематики пространственного механизма типа Брикарда; 
представлены алгоритмические аспекты моделирования на ПЭВМ задачи 
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кинематики, разработана прикладная программа на языке высокого 
уровня и проведен кинематический анализ вышеуказанного механизма. 
Разработанный алгоритм и пакет прикладных программ на основе метода 
Уикер-Денавит-Хартенберга показывает применимости их для широкого 
класса пространственных одноконтурных и многоконтурных стержневых 
механизмов с вращательными и поступательными кинематическими парами.
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Бұл жұмыста параллель манипулятор қарастырылған және 
кинематиканың тура есебінің сандық мәндері алынды. Жалпылама 
координаттары берілгенде, қозғалмалы платформаның абсолют 
орындарын анықтау үшін әртүрлі кинематикалық жұптары 
бар көпконтурлы стерженді параллель манипуляторлардың 
кинематикасының тура есебін шығару үшін итерациялық әдіс 
қолданылды.

This paper considers parallel manipulator and presents numerical 
results of direct kinematic problem solution. In order to define the absolute 
positions of a movable platform with generalized coordinates set in the 
direct problem, the iterative method for kinematic solution of multiloop 
bar parallel manipulators with various kinematic pairs is used.
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Диаграмма 1 – Показатели репродуктивного поведения
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Рисунок 1 – Социальные взаимоотношения
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