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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
КИНЕМАТИКИ ОДНОСЕКЦИОННОГО 
ПЛОСКО-РЫЧАЖНОГО МЕХАНИЗМА

В работе исследуется кинематика плоско-рычажного механизма. 
С применением методов и способов структурного анализа выявлена 
формула строения механизма. Методом графа составлены уравнения 
движения кинематики, графическим и численным методами 
определены траектории, скорости точек и угловые скорости звеньев 
механизма для любого момента времени.

Ключевые слова: плоско-рычажный механизм, кинематика.

ВВЕДЕНИЕ
Актуальность темы исследования. На основе теорем и принципов 

теоретической механики, теории механизмов и машин решаются многие 
инженерные задачи, и осуществляется проектирование новых машин, 
конструкций и сооружений.

Плоские рычажные механизмы, которые благодаря своим структурным 
особенностям обладают широкими кинематическими возможностями. 
В работе [1] исследуется кинематика, а аналитические методы анализа 
положений, скоростей и ускорений плоских рычажных механизмов, 
представляющие собой многоконтурные кинематические цепи со многими 
степенями свободы представлены в работе [2]. В данной работе исследуется 
кинематика плоско-рычажного механизма III класса с многофункциональной 
возможностью. Изучая это, мы приобретаем не только новое устройство, но и 
создаем алгоритм исследования для любого другого механизма. Анализируя 
кинематику, узнаем быстроту действия и положение приспособления. 
Удобство применения ЭВМ в задачах в том, что можно составить общую 
программу для решения многих аналогичных задач.
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Цель расчета. Компьютерное моделирование, аналитическое и 
численное исследование, а также анализ кинематики плоско-рычажного 
механизма с одной степенью свободы и шарнирным, поступательным 
соединением звеньев.

Исходные данные: Задано вращение звена OA (рисунок 1) с постоянной 
угловой скоростью w1z=π/(2τ), где τ – время оборота этого звена. Колесо 
6 движется по горизонтальной прямой без скольжения и к центру его C 
шарнирно прикреплен шатун LC.

τ =0.24 с; w1z=6.54 с-1; ∆t=0.016 с;
R1=0.21 м; R2=1.21 м; R3=BD=0.91м; R3′ =BE=2ED=0.81м;
R3′ ′ =ED=0.405 м;
R4=0.71 м; R5=0.35 м; R6=1.2R1=0.25 м; R7=1.01 м;
φ1 (0)=0 рад; φ2 (0)= 2,47 рад; φ3′ (0)=0.92 рад; φ3′ ′ (0)=5.7 рад;
φ4 (0)=0.46 рад; φ4′ (0)=3.6 рад; φ5 (0)=5.62 рад; φ7 (0)=0.56 рад. � (1)
Здесь Ri – длины i-го звена (i=1,…,7). Под длиной звена для колеса 

понимается его радиус R6; φi(0) – начальные углы поворота звеньев. 

Рисунок 1 – Плоско-рычажной механизм с одной степенью свободы

Определение положений, скоростей точек и звеньев механизма. 
Составим уравнения движения плоско-рычажного механизма с одной 
степенью свободы, определяющие различные положения механизма в 
зависимости от времени, угловых скоростей звеньев и скоростей точек.

Звенья рассматриваемого механизма (рисунок 1) имеют такие движения: 
1, 4 – вращательное; 5, 6 –поступательное; 2, 3, 7 – плоское.

По полученным размерам и по исходным данным, мы можем определить 
положения для любого момента времени и построить траекторию любой 
точки механизма (рисунок 2).

Рисунок 2 – План положений плоско-рычажного механизма

Определим теперь координаты всех точек механизма в местах 
соединения звеньев в соответствии с графом:

Стрелкой обозначены переход от точки, принимаемой за полюс, к 
точке, координаты которой вычисляется. Индекс над стрелкой соответствует 
номеру звена, а индекс под стрелкой – углу поворота в соответствии с 
номером звена.

Выражения для координат получаются последовательным, от звена к 
звену, применением формул кинематики (x=Rcosφ, y=Rsinφ).
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Граф от O до N.
xA=R1cosφ1, yA=R1sin φ1,
xB=R1cos φ1+R2cos φ2, yB=R1sin φ1+R2sinφ2,
xD=R1cos φ1+R2cosφ2+R3cos φ3 , yD=R1sin φ1+R2sinφ2+R3sin φ3. � (2)
Координаты точек E, F, C, N находим не учитывая точку D (опускается 

также звено 3 над стрелкой и угол φ3 под стрелкой).
xE=R1cos φ1+R2cosφ2+R31cos φ3′, yE=R1sin φ1+R2sinφ2+R31sin φ3′,
xF=R1cos φ1+R2cosφ2+R31cos φ3′+R5cosφ5,
yF=R1sin φ1+R2sinφ2+R31sin φ3′ +R5sinφ5,
xC=R1cos φ1+R2cosφ2+R31cos φ3′+R5cosφ5+R7cos φ7,
yC=R1sin φ1+R2sinφ2+R31sin φ3′+R5sinφ5+R7sin φ7,
xN=R1cos φ1+R2cosφ2+R31cos φ3′+R5cosφ5+R7cos φ7,
yN=R1sin φ1+R2sinφ2+R31sin φ3′+R5sinφ5+R7sin φ7-R6. � (3)
В формуле, определяющей координату xN последнее слагаемое равно 

нулю, а в yN равно R6 со знаком минус. Изменение φ1, φ2,…, φ7 во времени 
определится уравнением:

φ1′= ω1z, φ2′= ω2z,…, φ7′= ω7z. � (4)
Выражения для зависимости неизвестных угловых скоростей ω2z, ω3z,…, 

ω7z от заданной скорости ω1z получаются из уравнений внешних связей, 
налагаемых на систему. Чтобы составить эти уравнения, надо выразить 
через ωiz (i=1,…,7) скорости точек, в которых налагаются внешние связи, и 
приравнять их к нулю. Поэтому прежде чем определить положения механизма 
надо найти линейные и угловые скорости точек и звеньев механизма.

Из уравнений внешних связей находим:
ω2z = ω2z (φ1, φ2,…, φ7, ω1z);
ω3z=ω3z(φ1,φ2,…,φ7,ω1z,ω2 z);
……………………………..
ω7z=ω7z(φ1,φ2,…,φ7,ω1z,ω2 z,…, ω6z). � (5)
Уравнение (5) позволит определить угловые скорости звеньев для 

фиксированного момента времени при заданных в этот момент значениях 
φ1, φ2,…, φ7. 

Уравнения (4), (5) образуют систему дифференциальных уравнений, 
интегрирование которой при заданных начальных значениях φ1(0), φ2(0),…, 
φ7(0) решает кинематическую задачу о движении плоско-рычажного 
механизма. Конечно-разностная схема Эйлера для этих уравнений приводит к 
следующим уравнениям, связывающим значения углов и угловых скоростей 
в начале и конце k–го шага интегрирования:

φ1
(k+1) = φ1

(k)+ ω1z
(k)∆t,…, φ7

(k+1) = φ7
(k)+ ω7z

(k)∆t. � (6)
Система из (4), (5) описывает движение механизма с одной степенью 

свободы в избыточном наборе семи переменных φ1, φ2,…, φ7. Поэтому 

начальные значения всех углов нельзя задавать произвольно, т.е. φ2(0), 
φ3(0),…, φ7(0) вычисляются предварительно для заданного φ1(0).

Выражения для зависимости четырех неизвестных угловых скоростей 
ω2z, ω3z, ω4z, ω7z, (ω5z=0, ω6z=0) от заданной скорости ω1z получаются из 
уравнений четырех внешних связей, налагаемых на систему. Чтобы 
составить эти уравнения, надо выразить через ω1z скорости точек, в которых 
налагаются внешние связи, и приравнять их нулю. При этом уравнения 
внешних связей, налагаемые на механизм:

υO=0, υK=0, υEx=υFx=0, υNy=υCy=0. � (7)
При вычислении последовательно находим скорости точек в 

соответствии с графами: 

Выражения для скоростей получаются последовательным, от звена к 
звену, применением формул кинематики твердого тела (υ=ω*R):

Граф от O до N.
Получаем векторное уравнение: 
υN=ω1*R1+ω2*R2+ω3*R3′ +ω5*R5+ω7*R7+ω6*R6. � (8)
Проецируем обе части этого векторного равенства на координатные оси:

 �(9)

Аналогично:
υC=ω1*R1+ω2*R2+ω3*R3′ +ω5*R5+ω7*R7, � (10)

 � (11)

υF=ω1*R1+ω2*R2+ω3*R3′ +ω5*R5, � (12)

 � (13)

υE=ω1*R1+ω2*R2+ω3*R3′, � (14)

 � (15)

υB=ω1*R1+ω2*R2, � (16)

 � (17)

υA=ω1*R1, � (18)
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 � (19)

1. Граф от K до E.
υE=ω4*R4+ω3*R3′′, � (20)

 � (21)

υD=ω4*R4, � (22)

 � (23)

Решение уравнений. Решим полученную систему уравнений на ЭВМ 
на интервале времени полного оборота ведущего звена τ и построим графики 
изменения этих функции в зависимости от времени.

Учитывая, что υEx=0 из первого уравнения (21) следует, что
ω4= (-ω3*R3′ ′ sinφ3′′)/ (R*sinφ4′). � (24)
Подставляя (24) во второе уравнение системы (21), получим
υEy=((-ω3R3′ ′ sinφ3′′)/(R4sinφ4′))R4cosφ4′ +ω3R3′ ′ cosφ3′′. � (25)
Приравнивая правую часть выражения (25) с вторым уравнением 

системы (15) и упростив полученное выражение, получим:
ω1zR1cosφ1+ω2R2cosφ2+ω3(R3′ cosφ3′ +R3′ ′sinφ3′ ′ ctgφ4′ – R3′ ′ cosφ3′′)=0 �(26)
Из первого уравнения системы (15) имеем
ω2= -(ω1zR1sinφ1+ω3R3′ sinφ3′)/(R2sinφ2). � (27)
Подставив (27) в уравнение (26)), выразим ω3:
ω3= ω1zR1(cosφ1-sinφ1ctgφ2)/(R3′ sinφ3′ ctgφ2-( R3′ cosφ3′ + 
 + R3′ ′ sinφ3′ ′ ctgφ4′ - R3′ ′ cosφ3′′))=0. � (28)
С помощью найденных величин (ω3, ω2, υE y, ω4) вычислим:
υD= √(υDx

2+υDy
2), υA= √(υAx

2+υAy
2), υB= √(υBx

2+υBy
2)

υF=υE= |υEy|=|ω1zR1cosφ1+ω2R2cosφ2+ω3R3’cosφ3’|
ω7= -(ω1zR1cosφ1+ω2R2cosφ2+ω3R3′ cosφ3′ +ω5R5cosφ5)/R7cosφ7
υC=υN=|υCx|=|-ω1zR1sinφ1-ω2R2sinφ2-ω3R3′ sinφ3′ - ω5R5sinφ5-ω7R7sinφ7|
Теперь по известным величинам (ω2z,ω3z,…,ω7z) определим координаты 

точек и углы поворота механизма по (2), (3), (6).
По описанному алгоритму разработана программа на языке ПАСКАЛЬ 

[3] по определению координат, углов поворота, а также линейные и угловые 
скорости любой точки механизма для любого момента времени.

Координаты, скорости точек механизма, показанные на рисунке 3, 
соответствуют результатам, полученным численно.

Начальные значения t, φ1, φ2, φ3, φ4 вводятся с помощью оператора VAR. 
Длины R1,…,R7, шаг по времени ∆t, а также угловая скорость вращения ω1z 
звена OA вводятся как числовые константы.

Результаты численного расчета положений точек показаны в виде 
графиков на рисунке 3.

Координаты
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YA
XB
YB
XE
YE
XD
YD
XK
YK
XFРисунок 3 – Координаты точек плоско-рычажного механизма

Анализ положения и скоростей точек и звеньев механизма. 
Графическим, численным методами определены положения механизма 
при известном значении угловой скорости ведущего звена. Движение этого 
звена происходит на первом квадранте, начиная движение с нулевого угла 
поворота, и полный цикл его движения завершится при возвращении к 
первоначальному положению. Рассматривается полтора цикла движения, т.е. 
за 2/ττ +=t  (с) времени, где τ=0.24 (с) – время полного оборота ведущего 
звена. Этот оборот разбит на 30 шагов со значением шага 016.0=∆τ (с). 
Графический изображено всего 6 положений механизма (рисунок 2). Этот 
метод позволил определить траектории точек соединения звеньев механизма, 
т.е. кинематических пар, а также углы поворотов звеньев, необходимые для 
численного исследования кинематических характеристик механизма для 
любого момента времени. Метод графа позволяет аналитически написать 
уравнения движения, определить линейные и угловые скорости точек 
и звеньев плоско-рычажного механизма через углы повороты звеньев. 
Зависимость между углами поворота и угловых скоростей определяется 
конечно-разностной схеме Эйлера.

5-ое и 6-ое звенья совершают поступательные движения. Угол поворота 
ведущего звена φ1 за полуоборота меняется от 0 (рад) до π/2 (рад), а за полный 
оборот меняется до π (рад). Получены значения этого угла за полтора цикла 
движения в виде числовых данных и графиков. Угол поворота второго звена 
φ2 за полуоборот все время возрастает от 2.5 (рад) до 2.7 (рад), наблюдается 
только уменьшение до 2.6 (рад) предпоследнем шаге по времени. Затем опять 



Вестник ПГУ, ISSN: 1811-1858.                                                  Серия энергетическая. №4. 2016 ПМУ Хабаршысы                                                      

18 19

увеличивается, т.е. происходит колебательный процесс. Остальным углам 
тоже характерен колебательный процесс.

Точки О и К неподвижны. Точка О нулевые координаты, т.е. начало 
координат находится в этой точке, а XK=0.063м,YK=2.0м. Координаты 
точек E, F, L по абсциссе, точки C, N по ординате постоянны и равны  
XE=−0.25м, XF=XL=0.029м, YC=1.7м, YN=1.5м. Абсолютное значение 
изменение координат точки А по оси XиY находится в пределах от нуля до 
0.21 м. Предел абсолютного изменения координат остальных точек таковы:

1.1 ≤ XB ≤ 0.74; 0.64 ≤ YB ≤ 0.78; 0.92 ≤ YE ≤ 1.4;
0.61 ≤ XD0.34; 1.3 ≤ YD1.6; 0.7 ≤ YF1.2; 0.26 ≤ XC ≤ 0.89; XN=XC

Координатам этих точек присуще колебательный процесс и их значения 
циклически повторяется.

Получены результаты решения линейных и угловых скоростей точек в 
виде числовых данных и графиков. Полная линейная скорость точки А имеет 
постоянные значения, равной νA=1.4 м/с, так как угловая скорость этого 
звена постоянная. Полные линейные скорости остальных точек изменяется 
циклически в пределах (единица измерения в м/с):

1.4 ≤ νB ≤ 1.9; 2.1 ≤ νE ≤ 1.3; νF=νL=νE; 1.1 ≤ νD ≤ 1.8; 5.1 ≤ νC ≤ 1.0; νN=νC
Угловые скорости звеньев 5 и 6 равны нулю. Величины угловых 

скоростей остальных звеньев меньше чем угловая скорость ведущего звена 
и составляют по модулю в (рад/с):

0.088 ≤ ω2z ≤ 2.3; 2.1 ≤ ω3z ≤ 3.8; 1.5 ≤ ω4z ≤ 2.6; 1.9 ≤ ω7z ≤ 5.2.
Графики и числовые данные скоростей приведены на рисунке 4.
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VC=VNРисунок 4 – Линейные скорости точек и угловые скорости 

звеньев плоско-рычажного механизма

Краткие выводы. Компьютерным моделированием построены 
положения, траектории всех точек рассматриваемого механизма. Составлены 
уравнения движения для определения координат, скоростей механизма и 
определены кинематические характеристики всех необходимых точек и 

звеньев механизма для любого момента времени в зависимости от положения 
ведущего звена плоско-рычажного механизма. Для этого составлен 
программный пакет на языке высокого уровня.
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Жұмыста жазық-рычагты механизм кинематикасы зерттеледі. 
Құрылымдық талдау әдістерін қолдану арқылы механизмнің құрылу 
формуласы алынды. Граф әдісі арқылы кинематика қозғалысының 
теңдеуі құрылды, графиктік және сандық әдістер арқылы кез-
келген уақыт аралығы үшін механизм звеноларының траекториясы, 
жылдамдығы және бұрыштық жылдамдықтары анықталды.

The work is aimed to investigate the kinematics of the plain-lever 
mechanism. The formula of the mechanism structure is revealed through 
using of methods and ways of structural analysis. The equations of direction 
have been composed by method of graph; the trajectories, speeds of points 
and angular velocities of mechanism links have been defined by graphics 
and numerical methods for any moment of time.
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Кинематика ОДНОcекционного 
пространственного механизма 
ТИПА БРИКАРДА

В работе рассмотрен параллельный манипулятор и получены 
численные результаты решения прямой задачи кинематики. Для 
определения абсолютных положений подвижной платформы при 
заданных обобщенных координатах в прямой задаче использован 
итерационный метод решения кинематики многоконтурных 
стержневых параллельных манипуляторов с различными 
кинематическими парами.

Ключевые слова: параллельный манипулятор, кинематические 
пары, прямая задачa кинематики.

Актуальность исследования. Казахская школа под научным 
руководством академика Умирбека Арислановича Джолдасбекова внесла 
значительный вклад в исследовании в области специальных видов 
пространственных механизмов. На основе этих механизмов за последние 
годы созданы их структурные схемы, исследованы теоретические основы 
кинематики, динамики [1, 2].

Довольно обширные работы зарубежных ученых посвящены 
структурно-кинематическому аналитическому и экспериментальному 
исследованию пространственных механизмов.

Предметом кинематики механизмов с автоматическим управлением, 
ведущее звено которое приведется в движение от приводов по определенной 
программе, является описание его пространственного положения как 
функции времени.

Задачи кинематики механизмов приходится решать на различных этапах 
проектирования. При этом приходится определять как положения их звеньев 
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Диаграмма 1 – Показатели репродуктивного поведения
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Рисунок 1 – Социальные взаимоотношения
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