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Для рассматриваемого случая матрица P имеет следующий вид:
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Условие (8) совместно с (10) приводит к системе уравнений:

11
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íl + l + l + l - =î                                                            (11)

где a, b, c, d – коэффициенты выражаемые через элементы матрицы P.
 
Корни системы уравнений (17) выглядят следующим образом:
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Поскольку cos i ik h = l , то из (12) следуют искомые уравнения 
дисперсии в явном аналитическом виде.

Последовательная подстановка численных значений в матрицы B, T, T-1, 
P и корни системы уравнений (11) позволяет провести численный анализ.
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Түйіндеме
Берілген физика-механикалық қасиеттерге ие болатын 

жасанды материалдарды жасаудың бір бағыты көп қабатты 
гетероқұрылымдар болып табылады. Осындай орталарда табиғаты 
әртүрлі толқындардың таралу заңдылықтарын зерттеу акусто-
оптоэлектроникада әртүрлі құралдар мен құрылғыларды құрастыру 
үшін ерекше қызығушылық тудырады. Мұнда табиғаты әртүрлі 
толқындардың гетероқұрылымдардағы әрекеттесуін, олардың өзара 
трансформациясын, генерация мүмкіншілігін, толқындық процестерді 
басқаруды және күшеюін зерттеу аса перспективті және көкейкесті 
болып табылады. Толқындардың өзара трансформациясына, 
механикалық (серпімді)  энергияның электрмагниттік энергияға 
және керісінше түрлендірілуіне әкелетін физикалық орталар 
пьезоэлектрлік, пьезомагниттік, магнитстрикциялық және бірқатар 
басқа эффектілерге ие болады. Бір-біріне әсер етумен, табиғаты 
әртүрлі толқындарды генерациялаумен бірге өтетін анизотропты 
ортадағы толқындық процестерді талдауда бірқатар мәселелер пайда 
болады. Біріншіден кристалдық анизотропты ортаның серпімді, 
диэлектрлік, пьезосерпімді және басқа материалдық қасиеттерді 
қосатын физика-механикалық параметрлердің көп болуы. Екінші, аса 
маңызды мәселе, изотропты орта үшін әзірленген математикалық 
аппаратты және физикалық ұғымдарды қолдану мүмкіншілігінің 
жоқтығы. Осы жұмыста матрицанттың матрицалық әдісі негізінде, 
жұқа қабаттардан тұратын, пьезоэлектрлік және магнитэлектрлік 
эффектілерге ие болатын гетероқұрылымдар қарастырылады. 
Аналитикалық түрде толқындар дисперсиясының теңдеулері алынған.

Resume
One of directions of creation of artificial materials with the 

set physico-mechanical properties is multilayered heterostructures. 
Research of laws of distribution of waves of the various nature in similar 
environments represents special interest for designing of various devices 
in akusto-optoelectronics. Thus the most perspective and actual is studying 
of interaction of waves of the various nature in heterostructures, their 
mutual transformation, possibility of generation, strengthening and 
management of wave processes. The physical environments leading to 
mutual transformation, transformation of mechanical (elastic) energy 
in electromagnetic and back, possess piezoelectric, piezomagnetic, 
magnetostrictive and a number of other effects. The analysis of wave 
processes in the anisotropic environments accompanied by interference, 
generation of waves of the various nature is connected with a number 
of serious problems. First, this abundance of the physico-mechanical 
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parametres, including elastic, dielectric, piezoelastic and other material 
properties of crystal anisotropic environments. Second, deeper problem, the 
basic impossibility of application of a mathematical apparatus and physical 
concepts developed for isotropic environments is. In the given work on the 
basis of a matrix method of matrizer the heterostructure consisting of thin 
layers, possessing piezoelectric and magnetoelectric effects is considered. 
The equations of a dispersion of waves in an analytical kind are received.

УДК 539.3:534.2

А.К. СЕЙТХАНОВА, А.Б. ИСКАКОВА, Н.А. ИСПУЛОВ
ОБ ОТРАЖЕНИИ СВЯЗАННЫХ УПРУГИХ И 

ТЕПЛОВЫХ ВОЛН НА ГРАНИЦЕ АНИЗОТРОПНЫХ 
ТЕРМОУПРУГИХ ПОЛУПРОСТРАНСТВ

Матрица коэффициентов В  в случае распространения термоупругой 
волны в анизотропной среде тетрагональной сингонии классов 4, 4 , 4/m в 
одномерном случае (m=0,n=0) [1]:

                                                              (1)

Компоненты матрицы коэффициентов (1) имеют вид:

, , , 

,                 .

Во втором приближении имеем 

                                   ;                                              (2)
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где  Е – единичная матрица, 
         В – матрица коэффициентов,
         h – период неоднородности.

           (3)
Компоненты матрицы коэффициентов (3) имеют вид:

          

                
В связи с широким применением периодически неоднородные 

среды являются одним из важных классов неоднородных сред. Структура 
фундаментальных решений дает возможность определить самые общие 
уравнения дисперсии термоупругих волн в периодически неоднородных средах. 

Условием существования нетривиальных решений для определения 
волновых чисел, является равенство следующего определителя [2]: 

                                                                               (4)
Корни характеристического уравнения имеют вид:

   (5)
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Абсолютным значением волновых векторов упругой и тепловой волны 
второй среды k и χ равны:

                                 (6)

Матрица П имеет вид:

                                                                 (7)
В матричном виде уравнение (7) примет вид:

                                                                 (7)´
Компоненты матрицы коэффициентов (7)´ имеют вид:

              
В рамках метода матрицанта усредненный матрицант, описывающий 

распространение связанных гармонических термоупругих волн в 
анизотропных средах с термомеханическим эффектом имеет вид [2]:

              (8)

  
где

                                                (9)

С учетом (9) и принимая, что физический смысл имеет ℮-ik(χ)z (8) 
запишется в виде:

           (10)
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Усредненный  матрицант  в этом случае для термоупругой  среды 
примет вид:

                                          (11)
Структура матрицанта (11) примет вид: 

                                                                  (12)
где

При z=0 усредненный матрицант (11) может быть записан в виде:

                                                                                        (13)

Матрица R имеет вид:

                                                      (14)

где
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                                                         (15)
Компоненты матрицы (15) получены в виде:

Полагая: PU


- поле падающих волн, RU


- поле отраженных волн и tU


- поле преломленных волн, на основе  [3]

                                                                                    (16)
имеем:

  при 0=z
или

                             (17)

Учитывая непрерывность полей на контакте сред (16), получим: 

                                                                      (18)

С учетом (16) выражение (18) есть искомое граничное условие для 
векторов  в матричной форме.

В (16) и (18) неизвестны вектора RU


 и tU


. Подстановка (16) в (18) 
дает уравнение:
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откуда следует представление для отраженных волн:

Поле преломленных волн tU


 определяется формулой (16).
Пусть

                                                                                (19)
Тогда

                                                                                              (20)

Элементы матриц 
+Q  и 

-Q  определяются как

, ;                                                                            (21)
Поле отраженных волн:

;                                                                                                                  (22)
Из (16):

;                                                                                                    (23)
Подставляя (23) в (22) получим поле преломленных волн [4]:

;                                                                                             (24)
где

                                                                         (25)
элементы матрицы G  получены в виде:
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Поскольку

                                                                         (26)
полагая

                                                                          (27)
Подставляя в  уравнение (22), получим поле отраженных волн:

                                                 (28)

        
         

Подставляя в уравнение (24) получем поле преломленных волн:

         (29)
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Таким образом, работа посвящена приложению матричного метода 
матрицанта к изучению распространения связанных упругих и тепловых 
волн в анизотропной среде. В работе аналитически решена задача отражения-
преломления упругой волны на границе термоупругого пространства.
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A.K. SEYTHANOVA, A.B. ISKAKOVA, N.A. ISPULOV
ABOUT THE REFLECTION OF THE BOUND ELASTIC AND THERMAL 

WAVES ON BORDER OF THERMOELASTIC SEMISPACES

Түйіндеме
Термомеханикалық эффектімен болатын серпімді орталарда 

толқындық процестердің заңдылықтарды зерттеу актуалдығы, 
геофизика,  сейсмология,  композиттік материалдардың 
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механикасының теориялық және қолданбалы есептерді шешуінде 
қажеттілігімен байланысты. Байланысқан қозғалыс теңдеулері мен 
жылуөткізгіштік теңдеулері физика–механикалық параметрлердің 
күрделігі мен көп болуымен ерекшеленеді. Осыған байланысты 
деформацияланатын қатты дене механикасының – термосерпімділік 
деген тарауы қарқынды дамып келеді. Осы бағыттың аясында 
анизотропты орталардың кейбір физика–механикалық қасиеттерін 
қолдана отырып, байланысқан жылулық және механикалық өрістер 
зерттеледі. Берілген мақалада, матрицант әдісі негізінде, 4–ші 
ретті коэффициенттер матриалары үшін, біртекті анизотропты 
термосерпімді орталардың шекарасындағы толқындардың шағылу–
сыну есебі қарастырылған. 

Resume
The urgency of research of laws of wave processes in elastic 

environments with thermo mechanical effect is connected with necessity of 
the decision of theoretical and applied problems of geophysics, seismology, 
mechanics of composite materials etc. Connected equations of movement 
and the heat conductivity equation differ complexity and an abundance 
of physical–mechanical parameters. In this connection the section of 
mechanics of a deformable firm body, - thermo elasticity intensively 
develops. Within the limits of this direction, leaning against use of certain 
physical–mechanical properties anisotropic environments, the connected 
thermal and mechanical fields are studied. In given article, on the basis 
of a method matrizant, the decision of a problem of reflexion-refraction of 
waves on border of homogeneous anisotropic thermoelastic environments, 
for a case of matrixes of factors of 4th order is received.
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