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УДК 534.2

Н.А. ИСПУЛОВ, А.К. СЕЙТХАНОВА
О РАСПРОСТРАНЕНИИ РЭЛЕЕВСКИХ ВОЛН В 

НЕОДНОРОДНОЙ ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ

Физика поверхностных акустических волн составляет основу новой, 
развивающейся области прикладной физики и техники, объединяющей 
такие различные дисциплины, как неразрушающий контроль, сейсмология 
и обработка сигналов в электронных системах.

Чрезвычайно низкая скорость распространения и, следовательно, 
очень малая длина волны акустических (ультразвуковых) волн позволяют 
очень просто осуществлять с их помощью те операции, которые было 
весьма трудно выполнить при любой другой технологии. Быстрое развитие 
физики и техники ПАВ обусловлено объединением усилий специалистов 
по теории упругости, физики твердого тела и радиотехнике. Благодаря 
этому было обеспечено быстрое изучение акустических волн этого типа и 
достигнут значительный успех в соответствующих инженерных разработках 
[1]. Методом исследования является аналитический метод матрицанта, 
разработанный профессором С.К. Тлеукеновым и его учениками [2].

Рисунок 1 – Система координат к вопросу о распространении 
рэлеевской волны

При распространении рэлеевских волн в неоднородной изотропной 
среде в плоскости yz (при наличии неоднородности вдоль оси z) система 
дифференциальных уравнений 1-го порядка имеет вид:
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                  (1)
или в матричном виде (1) имеет вид:

                                                                                                  (2)
где .
Индекс «t» указывает транспонирование вектор-строки в вектор-столбец.
В (2) структура матрицы коэффициентов имеет вид

                                                                         (3)
Решение системы (2) будем искать в виде [2]:

                                                                          (4)

Получим  в формуле (4) в явной форме. Матрицы Т0 и  будут иметь 
вид:

   

;  ;

;   ;
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;  ;

;    ;

;     ;

;   ;

;         ;

.

Отсюда следует, что

Матрица Т0 будет иметь вид

                                                                       (5)
Связь между амплитудами падающих и отраженных волн зададим  в виде:

                                                                                    (6)
или

                                                                                                    (6’)

Вектор смещения для изотропных сред представляется в виде:

                                                                                   (7)



61серия ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ. 2012. №1-2

Скалярный и векторный потенциалы задаются в следующем виде:

                                                                                                                   (8)

где  - амплитуды падающих и отраженных волн.
Запишем уравнение (6) в другом виде с учетом (8)

                                                                                (9)
Теперь приравняем (6) и (9), получим:

                                                                                       (10)

                              ═>                                              (11)

Компоненты вектора смещения  в случае распространения 
рэлеевских волн равны:

;                                                            (12)
Выразим из (11) компоненты тензора смещения:

                                                                                                                  (13)
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Запишем (9) в виде:

Компоненты матрицы G имеют вид:
;                               
;                              

   

 ;    
                           

                              
                    

                      .
Отсюда следует, что

Матрица G будет иметь вид

                                                      (14)
Найдем обратную матрицу 

1-G  по формуле
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где А – алгебраическое дополнение.
Обратная матрица 1-G  будет иметь вид

                                                              (15)

Проверка 

Вычислим матрицу  (в явном виде):

0
1ˆ TGL -=

Рассмотрим случай, когда границы среды свободны от напряжения

0

0

0

0

=
=

zz

yz

s
s

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

44434241

34333231

24232221

14131211

1

1

y

z

y

z

U

U

llll
llll
llll
llll

U

U

L
B

A



64 ISSN 1811-1807. Вестник ПГУ

Условием существования нетривиальных решений является равенство 
нулю следующего определителя

Рассмотрим частный случай при 

                           (16)
уравнение Рэлея

В статье рассмотрены  задачи распространения упругих поверхностных 
волн в изотропной среде. Получены уравнения Рэлея, определяющие связь 
компонентов волнового вектора с упругими параметрами среды, когда 
границы среды свободны от напряжения.
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N. A. ISPULOV, A.K.SEYTKHANOVA
ABOUT PROPAGATION RAYLEIGH WAVES IN THE NON-UNIFORM 

ISOTROPIC MEDIUM

Түйіндеме
Изотропты және анизотропты орталарда толқындық 

процестерді зерттеу қазіргі уақытта матрицалық аппаратты 
қолданумен байланысты. Серпімді, термосерпімді, электрмагниттік, 
пьезосерпімді және беттік толқындарды зерттеу үшін бірінші ретті 
дифференциалдық теңдеулер жүйесінің матрицант құрылымын 
құрастыруға негізделген матрицалық әдіс қолданылады.

Resume
Studying of wave processes in isotropic and anisotropic environments 

is connected now with application of matrix аппарат. For studying 
elastic, thermoelastic, electromagnetic, piezoelastic and surface waves 
the matrix method based on construction of structure matrizer of system 
of the differential equations of the first order is used.

УДК 534.2:537.2

С.К. ТЛЕУКЕНОВ
ОБ АНАЛИЗЕ МАТРИЦ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

ЭЛЕКТРОУПРУГИХ ВОЛН, РАСПРОСТРАНЯЮЩИХСЯ 
В ПЬЕЗОКРИСТАЛЛАХ

При рассмотрении макроскопических свойств кристаллов, можно 
отвлечься от их дискретного микропериодического строения. При  этом 
кристалл выступает как сплошная однородная анизотропная среда. В 
самом деле, рассматривая макроскопические свойства кристаллов, мы 
имеем дело с расстояниями, существенно большими, чем наибольший из 
периодов кристаллической решетки, и с объемами, гораздо большими, чем 
объем ячейки. Поэтому можно рассматривать   кристалл как сплошную 
(непрерывную) среду. Следует помнить, что кристалл можно рассматривать 
как сплошную однородную среду лишь с некоторой точностью, так 
как реальный пьезоэлектрический кристалл содержит различного рода 
примеси и несовершенства, имеющие различное объемное распределение 
(секториальное, зонарное и т.д.). Физические свойства кристалла 
анизотропны и зависят от направления, их описание зависит от ориентации 
системы координат. Анизотропность среды определяется либо ее внутренней 
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