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НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ ТОННЕЛЯ 

РАЗНОЙ ГЛУБИНЫ ЗАЛОЖЕНИЯ ПРИ ДЕЙСТВИИ ДВИЖУЩЕЙСЯ 

ПЕРИОДИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ 

 

Алексеева Людмила Алексеевна, 

д.ф.-м.н., профессор 

Институт математики и математического моделирования 
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г. Павлодар, Республика Казахстан 

 

Введение. Одной из модельных задач, применяемых для исследования 

динамики неподкрепленных тоннелей под воздействием транспортной нагрузки 

(нагрузки от движущегося внутритоннельного транспорта), является задача о 

действии на упругое полупространство нагрузки, равномерно движущейся по 

поверхности круговой цилиндрической полости вдоль её образующей, 

параллельной свободной границе полупространства. Данная задача моделирует 

тоннель мелкого заложения. В отличие от аналогичной задачи для упругого 

пространства, моделирующей тоннель глубокого заложения, эта задача 

является более сложной, так как возникает необходимость учитывать 

отражаемые границей полупространства волны. Исследованию указанной 
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проблемы посвящен ряд публикаций, охватывающий, в основном, последние 

годы 1 – 6.  

Цель работы. На основе решения задачи о действии подвижной 

синусоидальной нагрузки на бесконечно длинную круговую цилиндрическую 

полость в упругом полупространстве исследовать напряженно-

деформированное состояние породного массива, окружающего 

неподкрепленный тоннель разной глубины заложения при действии на него 

данной нагрузки.  

Материалы и методы. При решении задачи используется метод 

математического моделирования с привлечением моделей теории упругости.  

1. Постановка и аналитическое решение задачи. Используя для 

исследований модельный подход, представим неподкрепленный тоннель как 

бесконечно длинную круговую цилиндрическую полость радиусом r = R в 

линейно-упругом, однородном и изотропном полупространстве (массиве), 

отнесённому к подвижной декартовой ctzyx ,,  или цилиндрической 

системе координат ctzr ,,  [1], ось z которых совпадает с осью полости и 

параллельна свободной от нагрузок горизонтальной границе полупространства 

(земной поверхности), ось x – перпендикулярна к этой границе: hx   (рис. 1). 

Физико-механические свойства массива характеризуются следующими 

постоянными:   – коэффициент Пуассона,   – модуль сдвига,   – плотность.  

 

Рис. 1. Расчётная схема неподкреплённого тоннеля 

Пусть на поверхность полости действует движущаяся с постоянной 

дозвуковой скоростью с (со скоростью, меньшей, чем скорость 
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распространения волн сдвига в массиве) в направлении оси z нагрузка 

интенсивностью ),( P , периодичная по  и представима в виде 

синусоидальной нагрузки с произвольной зависимостью от угловой 

координаты  

      ,,, 




 
n

in
n

i ePpepP  

 (1) 

       




 ,,,,, rjePpepP
n

in
njj

i
jj

,  

где константа   определяет период  /2T  действующей нагрузки. 

Граничные условия на поверхности полости, при этом, имеют вид 

),,(   jRrrj P     ,,rj , (2) 

где rj  – компоненты тензора напряжений в массиве. 

Так как граница полупространства свободна от нагрузок, то, при hx   

0 xxyxx . (3) 

Определим реакцию полупространства на данную подвижную нагрузку. 

Для этого воспользуемся уравнениями движения упругой среды в 

подвижной системе координат [1]  

  222222 divgrad  
uuu ssp MMM . (4) 

Здесь: u – вектор смещения упругой среды, Mp = c/cp, Ms = c/cs – числа 

Маха,    2pc , sc  – скорости распространения волн 

расширения-сжатия и сдвига в среде,  = 2/(1–2), 2 – оператор Лапласа. 

Вектор u можно выразить через потенциалы Ламе [7, 8]  

     eeu 321 rotrotrotgrad , (5) 

которые, как следует из (4) и (5), удовлетворяют уравнениям 

3,2,1,2222  jM jjj , (6) 

где М1 = Мp, М2 = М3 = Мs. 



188 

В установившемся состоянии зависимость всех величин от  имеет вид 

(1), поэтому j(r, , ) = j(r, )ei. Подставляя последнее выражение в (6), 

получим 

3,2,1,0222
2  jm jjj , (7) 

где 2
2  – двумерный оператор Лапласа, 

2/12 )1( jj Mm  , 
pmm 1
, smmm  32 . 

Представив компоненты напряжённо-деформированного состояния 

(НДС) массива через потенциалы Ламе можно получить выражения для 

перемещений lu  и напряжений lm  в декартовой   ,,, yxml  и 

цилиндрической   ,,, rml  системах координат как функции от j . 

Дальнейшее решение задачи сводится к интегрированию уравнений (7) при 

выполнении граничных условий (2), (3). Для определения компонент НДС 

массива необходимо определить j . При дозвуковой скорости движения 

нагрузки Ms < 1 (ms > 0), и решения уравнений (7) можно представить через 

суперпозиции поверхностных цилиндрических 
)1(

j  и плоских 
)2(

j  волн [1]  

)2()1(
jjj  ,                                                                                           (8) 

 





n

in
jnnjj erkKa)1( ,      





dkhxiyg jjj
22)2( )(exp, , 

где )( rkK jn  – функции Макдональда,  jj mk ; nja ,  ,jg  – 

неизвестные коэффициенты и функции, подлежащие определению, j = 1, 2, 3. 

Как показано в [1], представление потенциалов в форме (8) с 

использованием условий (2) и (3), при скоростях нагрузки меньших, чем 

скорость волны Рэлея cR в рассматриваемой среде, приводит к системам 

линейных алгебраических уравнений с определителями n(,с) относительно 

неизвестных коэффициентов anj, для решения которых может быть использован 

метод последовательных отражений. Если определители n(,с) не равны нулю, 

определив коэффициенты anj, можно вычислить компоненты напряжённо-

деформированного состояния массива. Как показали исследования указанных 

определителей, их обращение в ноль возможно только при скоростях нагрузки 
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не меньшей, чем скорость рэлеевской волны, которая несколько ниже скорости 

волн сдвига в среде. Заметим, что исключая из постановки задачи граничные 

условия (3) и исключая из (8) 
)2(

j , получим решение аналогичной задачи для 

упругого пространства, моделирующей тоннель глубокого заложения.  

2. Численный анализ НДС породного массива. Исследуем напряжённо-

деформированное состояние окружающего тоннель радиусом R = 1 м 

породного массива при разной глубине его заложения h в случае действия на 

него движущейся с постоянной скоростью c = 100 м/с нормальной 

осесимметричной синусоидальной нагрузки Pr = P с амплитудой PA (Па) и 

периодом  2T  (м), оказывающей наибольшее давление на поверхность 

тоннеля в начале подвижной системы координат  0 . Окружающая тоннель 

порода – алевролит ( 2,0 , 910535,2  Па, 3105,2  кг/м3, 4,1006sc м/с, 

917Rc м/с). В таблицах 1 – 4 приведены результаты расчётов НДС 

окрестности тоннеля при разной глубине его заложения. В таблицах приняты 

следующие обозначения: Arr RPuu * , Ar RPuu 
* , Arrrr P* , 

AP * , AP *
, Arr P * .  

Таблица 1 

Компоненты НДС окрестности тоннеля при 0 y . 

h/R 

Комп. 

НДС 

x/R 

1,0 

-1,0 

1,2 

-1,2 

1,4 

-1,4 

1,6 

-1,6 

1,8 

-1,8 

2,0 

-2,0 

2,2 

-2,2 

2,4 

-2,4 

2,6 

-2,6 

2,8 

-2,8 

3,0 

-3,0 

2,0 

*

ru  0,764 

0,368 

0,695 

0,293 

0,646 

0,237 

0,614 

0,194 

0,593 

0,160 

0,550 

0,134 
- - - - - 

*

rr  -1,013 

-0,993 

-0,702 

-0,735 

-0,417 

-0,567 

-0,191 

-0,443 

-0,028 

-0,344 

0,057 

-0,255 
- - - - - 

*

  0,388 

0,629 

0,451 

0,404 

0,449 

0,273 

0,481 

0,186 

0,586 

0,120 

0,920 

0,063 
- - - - - 

*

  -0,795 

-0,407 

-0,420 

-0,258 

-0,150 

-0,158 

0,084 

-0,091 

0,325 

-0,045 

0,614 

-0,015 
- - - - - 

3,0 

*

ru  0,444 

0,379 

0,371 

0,305 

0,316 

0,248 

0,275 

0,204 

0,245 

0,169 

0,222 

0,140 

0,205 

0,117 

0,194 

0,097 

0,186 

0,082 

0,181 

0,069 

0,170 

0,059 
*

rr  -1,001 

-1,000 

-0,735 

-0,743 

-0,547 

-0,574 

-0,406 

-0,453 

-0,296 

-0,364 

-0,208 

-0,295 

-0,136 

-0,240 

-0,077 

-0,195 

-0,030 

-0,159 

0,003 

-0,128 

0,006 

-0,102 
*

  0,589 

0,622 

0,407 

0,407 

0,289 

0,278 

0,213 

0,196 

0,164 

0,141 

0,133 

0,103 

0,117 

0,076 

0,112 

0,056 

0,120 

0,041 

0,142 

0,029 

0,195 

0,020 
*

  -0,512 

-0,424 

-0,325 

-0,269 

-0,202 

-0,167 

-0,118 

-0,099 

-0,058 

-0,053 

-0,012 

-0,024 

0,028 

-0,005 

-0,067 

0,007 

0,113 

0,013 

0,171 

0,016 

0,248 

0,017 
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Таблица 2 

Компоненты НДС окрестности тоннеля при 0 , r/R = 1. 

h/R 
Комп. 

НДС 

θ, град. 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 

2,0 

*

ru  0,764 0,696 0,554 0,432 0,368 0,351 0,358 0,366 0,368 0,368 

*

u  0,0 -0,138 -0,189 -0,157 -0,096 -0,044 -0,015 -0,005 -0,003 0,0 

*

rr  -1,013 -1,008 -0,994 -0,990 -0,998 -1,006 -1,008 -1,005 -0,999 -0,993 

*

  0,388 0,626 1,003 1,121 1,017 0,844 0,692 0,616 0,617 0,629 

*

  -0,795 -0,720 -0,575 -0,473 -0,429 -0,421 -0,426 -0,426 -0,415 -0,407 

3,0 

*

ru  0,444 0,434 0,412 0,391 0,379 0,375 0,376 0,377 0,379 0,379 

*

u  0,0 -0,023 -0,032 -0,029 -0,019 -0,009 -0,003 0,0 0,0 0,0 

*

rr  -1,001 -1,001 -1,000 -0,999 -1,000 -1,000 -1,001 -1,001 -1,000 -1,000 

*

  0,589 0,621 0,679 0,707 0,696 0,669 0,646 0,632 0,625 0,622 

*

  -0,512 -0,499 -0,472 -0,448 -0,434 -0,427 -0,425 -0,424 -0,424 -0,424 

4,0 

*

ru  0,399 0,390 0,386 0,382 0,380 0,379 0,379 0,380 0,380 0,380 

*

u  0,0 -0,004 -0,006 -0,005 -0,004 -0,002 -0,001 0,0 0,0 0,0 

*

rr  -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 

*

  0,621 0,626 0,637 0,643 0,641 0,636 0,632 0,629 0,627 0,627 

*

  -0,443 -0,440 -0,434 -0,429 -0,426 -0,424 -0,423 -0,423 -0,423 -0,423 

5,0 

*

ru  0,382 0,382 0,381 0,381 0,380 0,380 0,380 0,380 0,380 0,380 

*

u  0,0 -0,001 -0,001 -0,001 -0,001 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

*

rr  -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 

*

  0,627 0,628 0,630 0,631 0,630 0,630 0,629 0,628 0,628 0,628 

*

  -0,427 -0,426 -0,425 -0,424 -0,423 -0,423 -0,423 -0,423 -0,423 -0,423 

 

Таблица 3 

Компоненты НДС окрестности тоннеля при 0 , r/R = 2. 

h/R 
Комп. 

НДС 

θ, град. 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 

2,0 

*

ru  0,550 0,483 0,315 0,196 0,128 0,110 0,122 0,136 0,121 0,134 

*

u  0,0 -0,030 -0,079 -0,088 -0,062 -0,031 -0,005 -0,013 -0,004 0,0 

*

rr  0,057 -0,047 -0,222 -0,240 -0,290 -0,288 -0,279 -0,238 -0,350 -0,255 

*

  0,920 0,439 0,268 0,204 0,216 0,164 0,129 0,065 0,151 0,063 

*

  0,614 0,370 0,094 -0,017 -0,033 -0,031 -0,031 -0,027 -0,013 -0,015 

*

r
 0,0 0,023 -0,042 -0,036 0,012 0,029 0,079 -0,027 0,011 0,0 

3,0 

*

ru  0,222 0,205 0,174 0,151 0,140 0,136 0,137 0,138 0,139 0,140 

*

u  0,0 -0,022 -0,027 -0,022 -0,014 -0,007 -0,003 -0,001 0,0 0,0 

*

rr  -0,208 -0,240 -0,281 -0,293 -0,293 -0,293 -0,292 -0,295 -0,296 -0,295 
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*

  0,133 0,145 0,153 0,142 0,129 0,118 0,109 0,107 0,105 0,103 

*

  -0,012 -0,020 -0,031 -0,035 -0,033 -0,030 -0,027 -0,025 -0,024 -0,024 

*

r
 0,0 -0,037 -0,029 -0,010 0,001 0,007 0,005 0,002 0,003 0,0 

4,0 

*

ru  0,156 0,153 0,147 0,142 0,140 0,139 0,139 0,140 0,140 0,140 

*

u  0,0 -0,005 -0,006 -0,005 -0,003 -0,002 -0,001 0,0 0,0 0,0 

*

rr  -0,279 -0,284 -0,293 -0,297 -0,297 -0,296 -0,297 -0,297 -0,297 -0,298 

*

  0,107 0,110 0,114 0,113 0,109 0107 0,106 0,105 0,104 0,104 

*

  -0,029 -0,029 -0,028 -0,027 -0,025 -0,024 -0,023 -0,023 -0,022 -0,022 

*

r
 0,0 -0,008 -0,008 -0,003 0,0 0,001 0,001 0,001 0,0 0,0 

5,0 

*

ru  0,143 0,143 0,142 0,141 0,140 0,140 0,140 0,140 0,140 0,140 

*

u  0,0 -0,001 -0,001 -0,001 -0,001 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

*

rr  -0,294 -0,295 -0,297 -0,297 -0,297 -0,297 -0,297 -0,297 -0,297 -0,297 

*

  0,105 0,105 0,106 0,106 0,105 0,105 0,105 0,104 0,104 0,104 

*

  -0,024 -0,024 -0,024 -0,023 -0,023 -0,023 -0,022 -0,022 -0,022 -0,022 

*

r
 0,0 -0,002 -0,002 -0,001 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

Таблица 4 

Компоненты НДС окрестности тоннеля при 0 , r/R = 3. 

h/R 
Комп. 

НДС 

θ, град. 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 

4,0 

*

ru  0,084 0,077 0,065 0,058 0,056 0,055 0,055 0,056 0,056 0,055 

*

u  0,0 -0,007 -0,008 -0,005 -0,002 -0,001 0,0 0,0 0,0 0,0 

*

rr  -0,072 -0,085 -0,106 -0,114 -0,112 -0,112 -0,114 -0,112 -0,113 -0,114 

*

  0,038 0,039 0,040 0,035 0,030 0,028 0,027 0,026 0,026 0,027 

*

  0,028 0,024 0,019 0,018 0,019 0,020 0,020 0,021 0,021 0,021 

*

r
 0,0 -0,011 -0,009 -0,001 0,001 0,0 0,001 0,001 0,0 0,0 

5,0 

*

ru  0,062 0,060 0,058 0,056 0,056 0,056 0,056 0,056 0,056 0,056 

*

u  0,0 -0,002 0,002 -0,001 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

*

rr  -0,104 -0,107 -0,112 -0,113 -0,113 -0,113 -0,113 -0,113 -0,113 -0,113 

*

  0,027 0,028 0,029 0,028 0,027 0,027 0,026 0,026 0,026 0,026 

*

  0,019 0,019 0,020 0,020 0,021 0,021 0,021 0,021 0,021 0,021 

*

r
 0,0 -0,003 -0,002 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

Результаты и обсуждение. Из анализа результатов следует, что при 

h/R ≥ 4,0 компоненты НДС тоннеля практически мало отличаются от 

одноименных компонент НДС тоннеля, расположенного в неограниченной 

среде. С уменьшением глубины заложения тоннеля (h/R ≤ 4,0), изменения 

компонент в основном происходит в интервале 0 ≤ x ≤ h.  
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С удалением от полости, как правило, наблюдается затухание компонент 

НДС массива (табл. 1 – 4). Однако, при малых h,   и   (в силу своего 

волнообразного характера изменения) на земной поверхности могут оказаться 

больше, чем на поверхности тоннеля. Так, при 0 y  и h/R = 2,0,   на 

земной поверхности в два с лишним раза больше, чем на поверхности тоннеля 

(табл. 1). Данная работа рассмотрена, одобрена и рекомендована к изданию на 

научном семинаре лаборатории математической физики и моделирования 

Института математики и математического моделирования. 

Выводы. При глубине заложения тоннеля h/R ≥ 4,0 влияние земной 

поверхности на его напряженно-деформированное состояние несущественно. В 

этом случае для динамического расчета тоннеля при действии подвижной 

нагрузки можно использовать более простое решение задачи, моделирующей 

тоннель глубокого заложения.  
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