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Abstract. The transport load acting on the tunnel (the load from moving in-tunnel vehicles) 
creates fluctuations in the lining of the tunnel and the surrounding rock mass. The deformations and 
stresses arising in this process largely depend on the structure of the lining of the tunnel, the type and 
parameters of the load, and on the depth of the tunnel. Experimental methods for studying the vibration 
processes that occur in tunnels due to the action of transport loads require significant material costs, and 
in some cases, it is not possible. Therefore, there is a need for effective methods of dynamic calculations 
of tunnel structures, which are based on mathematical models using modern representations of mechanics. 

This article provides a solution to the problem mathematically modeling the dynamics supported 
by a three-layer lining of a shallow tunnel under the action of a transport load. A three-layer lining is 
considered as a circular cylindrical three-layer shell with a thick inner layer and thin outer layers. The 
dynamic equations of the theory of elasticity in Lame potentials are used to describe the motion of the 
half-space and the inner layer of the shell. Fluctuations of the outer layers of the shell are described by the 
classical equations of the theory of thin shells. Equations are represented in a moving coordinate system. 
The contact between the shell layers and the surrounding array relied rigid. 

Initially, a randomly running circumferential load is assumed sinusoidal along the axis of the 
shell. The method of incomplete separation of variables is proposed to solve the problem. The solution for 
potentials is presented in the form of a superposition of Fourier – Bessel series and contour integrals of 
the Fourier type. Next, the method of expanding potentials into plane waves and expanding plane waves 
in series in cylindrical functions is used. Then, the obtained solution is used to solve the problem of the 
action of a moving load on the shell, which does not have periodicity, but can be represented as a Fourier 
integral. The solution is obtained for the case when the speed of the load is less than its critical speeds. 

Keywords: tunnel, elastic half-space, three-layered shell, moving load, tense-deformed condition. 
 

УДК 624.195:539.3 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ ПОДКРЕПЛЕННОГО 

ТРЕХСЛОЙНОЙ ОБДЕЛКОЙ ТОННЕЛЯ МЕЛКОГО ЗАЛОЖЕНИЯ ПРИ 
ДЕЙСТВИИ ТРАНСПОРТНОЙ НАГРУЗКИ  

 
Аннотация. Решена задача о действии подвижной нагрузки на трехслойную 

оболочку в упругом полупространстве. Для описания движения полупространства и 
внутреннего слоя оболочки используются динамические уравнения теории упругости в 
потенциалах Ламе, колебания наружных слоев оболочки описываются классическими 
уравнениями теории тонких оболочек. Первоначально произвольная в окружном 
направлении бегущая нагрузка полагается синусоидальной по оси оболочки. Для решения 
задачи предложен метод неполного разделения переменных. Затем полученное решение 
используется для решения задачи о действии на оболочку движущейся нагрузки, не 
обладающей периодичностью, но представимой в виде интеграла Фурье. Решение 
получено для случая, когда скорость движения нагрузки меньше её критических 
скоростей. Данная задача математически моделирует динамику подкрепленного 
трехслойной обделкой тоннеля мелкого заложения при действии транспортной нагрузки 
(нагрузки от движущегося внутритоннельного транспорта).  

Ключевые слова: тоннель, упругое полупространство, трехслойная оболочка, 
подвижная нагрузка, напряженно-деформированное состояние.  
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Действующая на тоннель 
транспортная нагрузка создаёт колебания в 
обделке тоннеля и окружающем массиве 
пород. Возникающие при этом 
деформации и напряжения в значительной 
мере зависят от конструкции обделки 
тоннеля, вида и параметров нагрузки, а 
также от глубины заложения тоннеля. 
Следует заметить, что экспериментальные 
методы исследования вибрационных 
процессов, возникающих в тоннелях 
вследствие действия транспортных 
нагрузок, требуют значительных 
материальных затрат, а в некоторых 
случаях их проведение не представляется 
возможным. В связи с этим, необходимы 
эффективные методы динамических 
расчётов конструкций тоннелей, 
основанные на математических моделях с 

использованием современных 
представлений механики.  

 Постановка задачи. При 
использовании для исследований 
модельного подхода транспортный 
тоннель мелкого заложения можно 
представить, как расположенную в 
линейноупругом, однородном и 
изотропном полупространстве (массиве) 
бесконечно длинную круговую 
цилиндрическую трехслойную оболочку, 
внутренним слоем которой является 
толстостенная оболочка (заполнитель), а 
внешние слои (обшивка) представляют 
собой тонкостенные оболочки с радиусами 
срединных поверхностей R1, R2 и 

толщинами 01h , 02h  (рисунок 1). 

  
 

 
 

Рисунок 1 – Трёхслойная оболочка в упругом полупространстве 
Figura 1 – Three-layer shell in elastic half-space 

 
В силу малости толщины 

составляющих обшивку слоев допускается, 
что они контактируют с заполнителем и 
окружающим массивом вдоль срединных 
поверхностей. При этом контакт между 
оболочкой и массивом полагается либо 
жестким, либо скользящим при 
двусторонней связи в радиальном 
направлении. Контакт между слоями 
оболочки полагается жёстким. Плоская 

граница полупространства свободна от 
нагрузок. 

По внутренней поверхности 
оболочки в направлении ее оси z с 
постоянной скоростью с движется нагрузка 
интенсивностью Р, вид которой не 
меняется с течением времени 
(стационарная нагрузка). Скорость 
движения нагрузки принимается 
дозвуковой, т. е. меньше скоростей 
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распространения волн сдвига в 
заполнителе и массиве. Физико-
механические свойства массива и 
заполнителя характеризуются 
соответственно следующими 
постоянными: 1 , 1 , 1 ; 2 , 2 , 2 , где 

k  – коэффициент Пуассона, k  – модуль 

сдвига, k  – плотность (k = 1, 2). В 

дальнейшем индекс k = 1 относится к 
массиву, а k = 2 – к заполнителю.  

Для описания движения массива и 
заполнителя используются динамические 
уравнения теории упругости в связанной с 
нагрузкой подвижной системой координат 

),,( ctzr   [1]  

 

  2,1,divgrad 222222   kMMM kkskkskpk uuu , (1) 

 
где skskpkpk ccMccM /,/   – числа Маха; 

  kkkpkc  2 , kkskc   – 

скорости распространения волн 
расширения-сжатия и сдвига в массиве и 

заполнителе, )21/(2 kkkk  ; uk –

 векторы смещений точек массива и 

заполнителя, 2  – оператор Лапласа.  
Колебания слоев обшивки 

описываются классическими уравнениями 
теории тонких оболочек в подвижной 
системе координат [1-3]  
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(2) 

 

Здесь для наружного слоя обшивки 

k = 1, для внутреннего – k = 2; k0 , k0 , 

k0  – соответственно коэффициент 

Пуассона, модуль сдвига и плотность 

материалов слоев обшивки; ku 0 , ku 0 , rku0  

– перемещения точек срединных 
поверхностей слоев обшивки; 

2
2 2 RrrjjRq


 , 

1
21 Rrrjjq


 , 

1
1 1 RrrjjRq


  – 

составляющие реакции заполнителя и 
массива, rj ,,  (при скользящем 

контакте оболочки с массивом 
0

11
  RR qq ); 1rj , 2rj  – компоненты 

тензоров напряжений в массиве и 
заполнителе,   ,2 jj Pq ,  ,jP  – 

составляющие интенсивности подвижной 
нагрузки  ,P , rj ,, .  

Так как граница полупространства 
свободна от нагрузок, то, при x = h 

 
0111  xxyxx  (3) 

 
При различных контактных 

условиях оболочки с массивом граничные 
условия имеют вид: 
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- для скользящего контакта 
оболочки с массивом  

 
при r = R1  21 rr uu  , 102 jj uu  , 

01  r , 01  r , (4) 

при r = R2  202 jj uu  ,  ,,rj ; 

 
- для жёсткого контакта оболочки с 

массивом  

при r = R1  21 jj uu  , 101 jj uu  ,  при 

r = R2  202 jj uu  ,  ,,rj , 
(5) 

 
 где jku  (k = 1, 2) – компоненты 

векторов uk.  
Векторы uk можно выразить через 

потенциалы Ламе [1, 4] 

 

    2,1,rotrotrotgrad 321   kkkkk eeu , (6) 

 

которые, как следует из (1) и (6), 
удовлетворяют уравнениям 
 

2,1,3,2,1,2222  kjM jkjkjk

 
(7) 

где skkkpkk MMMMM  321 , . 

Через эти же потенциалы, используя 
(6) и закон Гука, можно выразить 

компоненты тензоров напряжений lmk  в 

массиве (k = 1) и заполнителе (k = 2) в 
цилиндрической   ,,, rml  системе 

координат, а также 1lm  в декартовой 

  ,,, yxml  системе координат.  

Таким образом, для определения 
компонент напряженно-деформированного 
состояния (НДС) массива и заполнителя 
необходимо решить уравнения (7), 
используя граничные условия (3) и, в 
зависимости от условия контакта оболочки 
с массивом, (4) или (5).  

 Аналитическое решение задачи. 
Рассмотрим случай действия на оболочку 
синусоидальной по  подвижной нагрузки 
с произвольной зависимостью от угловой 
координаты  

 

      ,,, 
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(8) 

 
где константа   определяет период 

 /2T  действующей нагрузки. 

В установившемся состоянии 
зависимость всех величин от  имеет вид 
(8), поэтому  

 

    2,1,3,2,1,,,,   kjerr i
jkjk  (9) 

 

  2,1,,,,, 00  




 krjeeuu i

n

in
njkjk  (10) 

 

Из (7) и (9) следует, что  
 

,2,1,3,2,1,0222
2  kjm jkjkjk  (11) 

  

где   skkkpkkjkjk mmmmmMm  321

2/12 ,,1 ,  
2
2  – двумерный оператор Лапласа.  

Используя (9), можно получить 

выражения для перемещений *
lku  и 
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напряжений *
lmk    ,,, rml  в массиве 

(k = 1) и заполнителе (k = 2), а также *
1lu , 

*
1lm    ,,, yxml  в массиве от 

синусоидальной нагрузки как функции от 

jk  (* означает, что данные компоненты 

найдены при действии на оболочку 
синусоидальной подвижной нагрузки). 

В дозвуковом случае Msk < 1 
(msk > 0, k = 1, 2), и решения уравнений (11) 
можно представить в виде [1-4] 

 

2,1,3,2,1,)2()1(  kjjkjkjk  (12) 

 

где: 
- для массива 
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- для заполнителя 
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Здесь )(),( rkKrkI jnjn  – 

соответственно модифицированные 
функции Бесселя и функции Макдональда, 

 11 jj mk ,  22 jj mk , j = 1,2,3;  ,jg , 

91,..., nn aa  – неизвестные функции и 

коэффициенты, подлежащие определению. 

Как показано в [3, 4], представление 
потенциалов для полупространства в 
форме (12) приводит к их следующим 
выражениям в декартовой системе 
координат: 
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где    3,2,1 ,, 11  jkfkf
n

jjnj
2
j

2
j

. 

Воспользуемся переписанными для 
*

1xm  (m = x,y,η) граничными условиями (3), 

с учетом (15). Выделяя коэффициенты при 
iye  и приравнивая, в силу произвольности 

y, их нулю, получим систему трех 
уравнений, из которой выражаем функции 

 ,jg  через неизвестные коэффициенты 

321 ,, nnn aaa : 
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Вид определителя *  и 

алгебраических дополнений 
*
jl  совпадает 

с аналогичными определителями для 
неподкрепленной полости в упругом 

полупространстве и определён в [1, 4]. В 

частности, здесь *  – это определитель 
Рэлея, который в данном случае имеет вид  
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и не обращается в ноль при любых 
 , если скорость движения нагрузки 

меньше скорости рэлеевской волны Rc  в 

полупространстве. В противном случае в 

точках RRR ccMM /,12*   

он обращается в ноль, и интегралы в 
формуле (15) становятся расходящимися. 

Пусть Rсс  . В этом случае все 

подынтегральные функции в (13) 
непрерывны и экспоненциально стремятся 
к нулю на бесконечности. С учетом (16), 
формулы (15) имеют вид 
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Следует отметить, что скорость 

рэлеевской волны Rc  несколько ниже (на 

510%) скорости волн сдвига в массиве.  

Используя известное при x < h 
соотношение [3]  

 

     22
2222 )()(exp jkhn

jj
in

n
jnj ekkerkIkhxiy






  , 

 

 

представим 1j  (12) в цилиндрической системе координат  
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Подставляя в последнее выражение из (16)  ,jg , для Rсс   получим 
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Подставляя найденные для 
потенциалов соотношения в выражения 

для *
lku  и *

lmk , получим новые выражения, 

где неизвестными будут только 
коэффициенты nja .  

Подставляя (10) в (2), для n-го члена 
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Разрешая (19) относительно knu 0 , knu 0 , nrku0 , находим 
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для njkq  и 
knjRq  индекс j = 1 

соответствует индексу ,  j = 2 –   ,                        

j = 3 – r .  
Для определения коэффициентов 

91,..., nn aa  воспользуемся, в зависимости от 

условия сопряжения оболочки со средой, 

переписанными для *
lku    ,,rl  и 

*
1r , 

*
1 r  граничными условиями (4) или (5). 

Подставляя в граничные условия 
соответствующие выражения и 
приравнивая коэффициенты рядов при 

ine , получим бесконечную систему 
(n = 0, ±1, ±2,…) линейных алгебраических 
уравнений, для решения которой можно 
использовать метод редукции или более 
удобный для решения поставленной задачи 

метод последовательных отражений [3], 
позволяющий при каждом 
последовательном отражении решать 
систему линейных уравнений блочно-
диагонального вида. 

Зная решение задачи для 
синусоидальной нагрузки, реакцию 
оболочки и окружающей её среды на 
движущуюся с постоянной скоростью 
апериодическую (локальную) нагрузку 
вида       ppP ,  (характерного для 

транспортных средств) можно найти при 
помощи суперпозиции, используя 
представление нагрузки и компонент 
напряженно-деформированного состояния 
массива и заполнителя в виде интегралов 
Фурье  
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Здесь    




  depp i* . 

Для вычислений перемещений и 
напряжений (21) можно использовать 
любой численный метод интегрирования, 

если определители  cn ,  разрешающей 

системы линейных алгебраических 
уравнений отличны от нуля, т.е. когда 
скорость движения нагрузки c меньше её 
критических скоростей  *nc , которые 

могут оказаться меньше, чем скорость 
волны Рэлея в окружающем упругом 
массиве. Значения  *nc  зависят от числа n 

и определяются из дисперсионных 

уравнений   0,  cn  как минимумы 

соответствующих этим уравнениям 
дисперсионных кривых с   . Причём, 

минимальная критическая скорость, как 
показывают расчёты, имеет место при 
n = 0 (min  *nc  =  *0c ) [2].  

Выводы. В строгой математической 
постановке решена задача о действии 
подвижной нагрузки на трехслойную 
оболочку в упругом полупространстве. 
Установлен допустимый диапазон 
скоростей движения нагрузки. Решение 
данной задачи рекомендуется использовать 
для динамического расчета подкрепленных 
трехслойными обделками тоннелей 
мелкого заложения при действии 
транспортных нагрузок.  
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Аңдатпа. Серпімді жартылай кеңістікте орналасқан үш қабатты қабықшаға жылжымалы 
жүктемесінің әрекеті туралы есебі шешілген. Қабықшаның сыртқы қабаттарының тербелісі жұқа 
қабықша теориясының классикалық теңдеулермен қарастырылды, ал ішкі қабықшаның қабаты 
мен жартылай кеңістіктің қозғалысын сипаттау үшін Ламе потенциалдардағы серпімді теорияның 
динамикалық теңдеулері қолданылды. Бастапқыда айналма бағытта еркін жылжымалы жүктемесі 
қабықша осі бойынша синусоидалы деп саналады. Тапсырманы шешу үшін айнымалылардың 
толық бөлінбеу әдісі ұсынылды. Содан кейін алынған шешім мерзімділігі жоқ, бірақ Фурье 
интегралы түрінде ұсынылған жылжымалы жүктеменің қабықшасына әсері туралы тапсырманы 
шешу үшін қолданылады. Шешім жүктеме қозғалысының жылдамдығы оның сыни 
жылдамдығынан аз болған жағдайда алынды. Бұл есеп үш қабат қаптамасымен күшейтілген таяз 
орналасқан тоннельде көліктің жүктемесі (тоннельдің ішінде жылжымалы көлігінің жүктемесі) 
әсер еткенде динамикасын математикалық модельдейді. 

Түйін сөздер: тоннель, серпімді жартылай кеңістігі, үшқабат қабықша, жылжымалы 
жүктеме, кернеу-деформациялық күйі. 
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Abstract. At present, aluminum alloys are widely used due to the complex of mechanical, 
physical, and corrosion properties that are valuable for engineering, high manufacturability, and 
significant natural reserves of aluminum. Improving the complex properties of industrial aluminum alloys 
is an urgent task. Aluminum alloys are widely used in everyday life, in construction and architecture, in 
the automotive industry, in shipbuilding, aviation and space technology. Materials used in modern 
structures, in addition to high strength characteristics, must have a set of properties such as increased 
resistance, аs well аs the ability tо mаintаin thеsе prоpertiеs in conditions of long-term work under loads. 
Since it is now difficult to find an industry where aluminum or its alloys are used - from microelectronics 
to heavy metallurgy. This is due to good mechanical properties, ease, low melting point, which fаcilitаtеs 
prоcеssing, high еxtеrnаl quаlitiеs, еspеciаlly аftеr spеciаl prоcеssing. Givеn thе physicаl аnd chеmicаl 
prоpеrtiеs оf аluminum, its inеxhаustiblе аmоunt in thе еаrth's crust, wе cаn sаy thаt аluminum is оnе щf 
thе mоst prоmising mаtеriаls оf thе futurе. This аrticlе is dеvоtеd tо аn еxpеrimеntаl study оf thе еffеct оf 
аging аnd plаstic dеfоrmаtiоn оn thе structurе оf thе dеfоrmаblе аluminum аllоy АD31. Аs it wаs sаid аt 
thе bеginning, it hаs bееn knоwn fоr а lоng timе thаt аluminum dеfоrmаblе аllоys bеlоng tо thе cаtеgоry 
оf аging. Thе strеngth аnd yiеld limits оf sоmе aluminum alloys are also indicated here. The dependence 
of the average grain size of samples made of AD31 alloy at a temperature of 490 0C for compression tests 
based on the amount of plastic deformation is established from the research results. Here it is shown and 
proved. it is nщt pоssiblе tо fоrm а structurе with а pаrticulаrly finе grаin (less than 10 microns) during 
hot plastic deformation. 

Keywords: aluminum, deformation, aging, tensile strength, yield strength, tensile 
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