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INFLUENCE OF CONTACT CONDITIONS  
ON TUNNEL TWO-LAYER LINING WITH A MASSIF ON ITS  

TENSE-DEFORMED CONDITION AT ACTION OF TRANSPORT LOADS 
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Abstract. On base of task solution on effect of moving load on two-layer lining in elastic space influence of 

contact conditions steel-concrete shell a deep tunnel and a massif on its tense-deformed condition at action of 
transport loadings (loadings from moving intra tunnel transport) is researched. 

In constructing a mathematical model of the dynamics of the tunnel under the influence of the traffic load to 
describe the motion of the outer thick layer of the lining and surrounding massif uses dynamic equations of the theo-
ry of elasticity in the moving coordinate system associated with the load. Displacement vector points from the layer 
and the massif expressed in terms of Lame potentials. Fluctuations in the inner thin layer of the lining described in 
the moving coordinate system adopted by the approximate equations of the classical theory of thin shells, which 
greatly simplifies the solution of the problem, the authors obtained for the case of subsonic motion of the load (when 
the velocity of load is less than the velocity of shear wave in a thick layer of the lining and the surrounding massif). 

When using the obtained solution of the problem and the numerical experiment in the paper we investigate the 
effect of conjugation conditions (rigid and sliding contacts) two-layer tunnel lining with a rockmass in its tense 
deformed condition under the influence traffic load. In this case, the contact between the layers lining relied rigid. 
The results of calculations are presented in tables and graphs, which are analyzed in details. It was found that with 
increasing distance from the inner layer lining the influence of contact conditions on the tense deformed condition of 
the rockmass is reduced. 

 
 

УДК 539.3 + 65.035(076.2)  
 

ВЛИЯНИЕ УСЛОВИЙ СОПРЯЖЕНИЯ ДВУХСЛОЙНОЙ  
ОБДЕЛКИ ТОННЕЛЯ С ПОРОДНЫМ МАССИВОМ , 

НА ЕГО НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ  
ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ ТРАНСПОРТНОЙ НАГРУЗКИ 

 

В. Н. Украинец1, Ж. О. Отарбаев2, С. Р. Гирнис1 
 

1Павлодарский государственный университет им. С. Торайгырова, Павлодар, Казахстан, 
2Казахский национальный технический университет им. К. И. Сатпаева, Алматы, Казахстан 

 
Ключевые слова: тоннель, слоистая оболочка, транспортная нагрузка, напряженно-деформированное 

состояние.  
Аннотация. На основе решения задачи о действии бегущей нагрузки на двухслойную оболочку в упру-

гом пространстве исследуется влияние контактных условий сталебетонной обделки тоннеля глубокого зало-
жения с массивом на его напряжённо-деформированное состояние при действии транспортной нагрузки 
(нагрузки от движущегося внутритоннельного транспорта).  
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1. Постановка и аналитическое решение задачи. Используя для исследований модельный 
подход, представим подкреплённый двухслойной обделкой тоннель глубокого заложения как 
цилиндрическую полость радиусом R1 в бесконечной, линейно-упругой, однородной и изотропной 
среде (массиве). Полость подкреплена двухслойной оболочкой, внутренним слоем которой яв-
ляется тонкостенная оболочка толщиной h0 и радиусом срединной поверхности R2, а наружным – 
толстостенная оболочка. Условимся внутренний слой называть несущим слоем, а наружный – 
ограждающим слоем. В силу малости толщины несущего слоя можно принять, что он контакти-
рует с ограждающим слоем вдоль своей срединной поверхности. Контакт между слоями оболочки, 
а также контакт между ограждающим слоем и массивом будем полагать либо жёстким, либо 
скользящим при двусторонней связи в радиальном направлении. Пусть на внутреннюю поверх-
ность несущего слоя действует транспортная нагрузка интенсивностью P, движущаяся с постоян-
ной скоростью c в направлении оси z (совпадающей с осью оболочки) цилиндрической системы 
координат r, , z. Скорость движения нагрузки принимаем дозвуковой, т.е. меньше скоростей 
распространения волн сдвига в ограждающем слое и массиве, – характерной для современных 
транспортных средств. Физико-механические свойства материала массива и ограждающего слоя 
характеризуются следующими постоянными: 1 , 1 , 1 ; 2 , 2 , 2 , где k  – коэффициент 

Пуассона, k  – модуль сдвига, k  – плотность (k = 1, 2). Здесь и в дальнейшем индекс k = 1 отно-

сится к массиву, а k = 2 – к ограждающему слою.  
Так как рассматривается установившийся процесс, то картина деформаций стационарна по 

отношению к движущейся нагрузке. Поэтому можно использовать подвижную цилиндрическую 
систему координат r, ,  = z – ct.  

Для описания движения несущего слоя воспользуемся классическими уравнениями теории 
тонких оболочек 

   

















qP
h

u

R

u

R

u

R

uc r 



























 


00

00

2

00
2

2

0
2

0
2

2
2

0
2

0
2

0

2
00

2

1

2

1

2

1

2

1
1 , 

   











qP
h

u

R

u

R

ucu

R
r 
































00

00
2
2

2
0

2

2
2

2
0

2

0

2
000

2

2

0

2

111
1

2

1

2

1
,         (1) 

   rr
rr

r qP
hR

uuc
u

hu

R

u

R

















00

0
2
2

0
2
0

2

0

2
00

0
22

2
00

2
2

0

2

0

2

1

2

1

12

1








 

. 

Здесь 0u , 0u , ru0  – перемещения точек срединной поверхности несущего слоя; P , P , rP  – 

составляющие интенсивности нагрузки P; 
222

222 ,,
RrrrrRrrRrr qqq


    – состав-

ляющие реакции ограждающего слоя, где 2rj  – компоненты тензора напряжений в этом слое 

rj ,, ); 000 ,,   – соответственно коэффициент Пуассона, модуль сдвига и плотность 

материала несущего слоя; 2  – оператор Лапласа. 
Для описания движения массива и ограждающего слоя используем динамическими урав-

нениями теории упругости 

  2,1,divgrad 222222   kMMM kkskkskpk uuu ,                                  (2) 

где skskpkpk ccMccM /,/   – числа Маха;   kkkpkc  2 , kkskc   – скорости 

распространения волн расширения-сжатия и сдвига в массиве и ограждающем слое, 
)21/(2 kkkk   ; ku  – векторы смещений точек массива и ограждающего слоя. 

Выразим векторы ku  через потенциалы Ламе 3 

    2,1,rotrotrotgrad 321  kkkkk   eeu ,                                    (3) 
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которые, как следует из (2) и (3), удовлетворяют уравнениям 

2,1,3,2,1,2222  kjM jkjkjk  ,                                           (4) 

где e  – орт оси  , skkkpkk MMMMM  321 , . 

Через эти же потенциалы можно выразить компоненты тензоров напряжений в массиве и 

ограждающем слое lmk , связанные с компонентами векторов перемещений lku  законом Гука 

 ,,, rml  ; 2,1k ).  

Применив к (4) преобразование Фурье по  , находим 

2,1,3,2,1,0*22*2
2  kjm jkjkjk  ,                                              (5) 

где 2
2  – двумерный оператор Лапласа, ,1 22

jkjk Mm   ,1 Pkk mm   Skkk mmm  32 , 

   




  derr i
jkjk ,,,,* . 

Аналогично можно получить выражения для трансформант перемещений *
lku  и напряжений 

*
lmk  (  ,,, rml  ; 2,1k ) как функции от *

jk . 

При дозвуковой скорости движения нагрузки 1skM  )0( skm , и решения (5) можно пред-

ставить в виде: 
– для массива 
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– для ограждающего слоя 
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Здесь ,3,2,1j  11 jj mk  , 22 jj mk  ; )(),( krKkrI nn  – функции Бесселя первого и второго 

рода от мнимого аргумента, 91,..., nn aa  – неизвестные коэффициенты, подлежащие определению. 

Подставляя (6,а), (6,б) в выражения для трансформант перемещений *
iku  и напряжений *

ijk , 

можно получить выражения для *
iku  и *

ijk  с неизвестными коэффициентами 91,..., nn aa , для опре-

деления которых следует воспользоваться граничными условиями.  
Применив к (1) преобразование Фурье по  и разлагая функции перемещений точек средин-

ной поверхности несущего слоя и нагрузок в ряды Фурье по , для n-го члена разложения получим 
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2 , при 2Rr  , nmu0 , nmP  соответственно коэффициенты разложения 
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для njP  и njq  индекс j = 1 соответствует индексу , j = 2 – , j = 3 – r.  

Граничные условия можно представить в следующем виде: 
а) при жестком сопряжении слоев оболочки: 
– в случае скользящего контакта оболочки с массивом 

при 1Rr   
*
2

*
1 rr uu  , *

2
*

1 rrrr   , 0*
1  r , 0*

1  r , 0*
2  r , 0*

2  r , 

при 2Rr   
*
0

*
2 jj uu  ,  ,,rj  , 

– в случае жёсткого контакта оболочки с массивом 

при 1Rr   
*

2
*
1 jj uu  , *

2
*

1 rjrj   ,  

при 2Rr   
*
0

*
2 jj uu  ,  ,,rj  ; 

б) при скользящем сопряжении слоев оболочки: 
– в случае скользящего контакта оболочки с массивом 

при 1Rr   
*
2
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– в случае жёсткого контакта оболочки с массивом 
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*

2
*
1 jj uu  , *

2
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1 rjrj   ,  

при 2Rr   
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0

*
2 rr uu  , 0*

2  r , 0*
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Приравнивая коэффициенты рядов при 
ine , получим бесконечную систему (n = 0, ±1, ±2,…) 

линейных алгебраических уравнений блочно-диагонального вида. После определения коэффи-
циентов, применяя обратное преобразование Фурье, можно вычислить компоненты напряженно-
деформированного состояния (НДС) массива и оболочки. При этом для вычисления интегралов 
Фурье можно использовать любой численный метод, если определители  cn ,  полученной для 

конкретных граничных условий системы уравнений не обращаются в ноль, т.е. в случае движения 
нагрузки с докритической скоростью 1. 

2. Численные эксперименты. Исследуем напряженно-деформированное состояние подкреп-
лённого сталебетонной обделкой тоннеля глубокого заложения при воздействии движущейся с 

докритической скоростью c = 100 м/с транспортной нагрузки давления интенсивностью P , 
равномерно распределенной по нижней половине внутренней поверхности несущего слоя 
(R2 = R = 1 м) в интервале   0,2R. Параметры обделки: несущий слой – тонкая стальная 
оболочка (R2 = R, h0/R = 0,02; 0 = 0,3, 0 = 8,08104 МПа, 0 = 7,8103 кг/м3), ограждающий слой – 
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толстостенная оболочка с радиусом наружной поверхности R1 = 1,2R – бетон (2 = 0,2, 2 = 1,21104 МПа, 
2 = 2,5103 кг/м3, cs2 = 2200 м/с). Контакт между слоями обделки полагаем жёстким. Характе-
ристики массива: 1 = 0,25, µ1 = µ = 4,0103 МПа, 1 = 2,6103 кг/м3; cs1 = 1240,35 м/с 2.  

Результаты расчётов напряжённо-деформированного состояния обделки и окружающего ее 
массива при различных условиях их сопряжения помещены в таблицы 1–3 (обозначения в табли-

цах:  Puu rr / , м,  Prrrr /  ,  P/   ,  P/   ) и представлены в виде 

графи-ков на рисунках 1, 2 (обозначения кривых на графиках: 1 – жёсткий контакт обделки с 
массивом;   2 – скользящий контакт обделки с массивом). 

Из анализа таблиц следует, что граничные условия в месте контакта обделки с массивом 
(r = R1 = 1,2R) выполняются с большой точностью. В случае скользящего контакта обделки с 
массивом максимальные радиальные перемещения ur всех сопряженных поверхностей больше, чем 
при жёстком контакте (рисунок 1). То же можно сказать об экстремальных нормальных напря-
жениях на контактирующих поверхностях бетонного слоя и массива, за исключением экстре-
мальных θθ, действующих на поверхности массива. На внутренней поверхности бетонного слоя 
наблюдается понижение экстремальных значений rr,  и повышение максимальных значе-         
ний θθ.  
  
 

Таблица 1 – Компоненты НДС внутренней поверхности бетонного слоя в сечении  = 0 
 

Комп. 
НДС 

, град 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 

Жёсткий контакт оболочки с массивом 

ur, м -0,028 -0,027 -0,021 -0,006 0,024 0,081 0,111 0,126 0,132 0,133 


rr 0,033 -0,024 0,042 0,012 0,012 -0,899 -0,900 -0,930 -0,864 -0,921 


θθ

 0,067 0,078 0,117 0,133 0,205 0,264 0,336 0,352 0,391 0,402 




 0,006 -0,012 -0,007 -0,050 -0,118 -0,457 -0,526 -0,569 -0,564 -0,581 

Скользящий контакт оболочки с массивом 

ur
 -0,037 -0,034 -0,027 -0,009 0,027 0,090 0,126 0,144 0,152 0,153 


rr 0,046 -0,016 0,052 0,016 0,019 -0,892 -0,888 -0,925 -0,856 -0,919 


θθ

 0,109 0,136 0,142 0,188 0,230 0,337 0,378 0,424 0,430 0,457 




 -0,041 -0,053 -0,046 -0,070 -0,121 -0,425 -0,477 -0,501 -0,493 -0,506 

 
 

Таблица 2 – Компоненты НДС наружной поверхности бетонного слоя в сечении  = 0 
 

Комп. 
НДС 

, град 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 

Жёсткий контакт оболочки с массивом 

ur
 -0,027 -0,026 -0,021 -0,005 0,019 0,066 0,090 0,106 0,111 0,111 


rr 0,014 0,022 0,044 -0,001 -0,037 -0,039 -0,428 -0,472 -0,450 -0,442 


θθ

 0,068 0,055 0,003 0,121 0,009 0,490 0,378 0,495 0,443 0,431 




 -0,024 -0,026 -0,044 -0,018 0,045 0,315 0,378 0,404 0,386 0,384 

Скользящий контакт оболочки с массивом 

ur
 -0,033 -0,034 -0,025 -0,009 0,022 0,074 0,105 0,121 0,130 0,129 


rr 0,004 0,064 0,033 0,027 -0,040 -0,389 -0,457 -0,462 -0,494 -0,433 


θθ

 0,234 0,013 0,117 0,079 0,065 0,599 0,585 0,547 0,651 0,431 




 -0,077 -0,107 -0,090 -0,039 0,170 0,689 0,898 0,950 0,966 0,936 
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 Таблица 3 – Компоненты НДС поверхности массива (r = R1) в сечении  = 0 
 

Комп. 
НДС 

, град 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 

Жёсткий контакт оболочки с массивом 

ur
 -0,027 -0,026 -0,021 -0,005 0,019 0,066 0,090 0,106 0,111 0,111 


rr 0,014 0,022 0,044 -0,001 -0,037 -0,039 -0,428 -0,472 -0,450 -0,442 


θθ

 0,028 0,022 0,013 0,040 -0,004 0,081 0,037 0,065 0,055 0,049 




 -0,004 -0,003 -0,004 -0,005 0,007 0,024 0,036 0,036 0,034 0,035 

Скользящий контакт оболочки с массивом 

ur
 -0,033 -0,034 -0,025 -0,009 0,022 0,074 0,105 0,121 0,130 0,129 


rr 0,004 0,064 0,033 0,027 -0,040 -0,389 -0,457 -0,462 -0,494 -0,433 


θθ

 0,007 0,008 0,022 0,032 0,016 -0,007 -0,023 -0,013 0,001 0,002 




 0,017 0,029 0,018 -0,002 -0,072 -0,259 -0,329 -0,349 -0,361 -0,349 

 

      
  

а                                                                                                                б 
 

Рисунок 1 – Эпюры радиальных перемещений ur , м на контуре поперечного сечения  = 0  
внутренней (а) и наружной (б) поверхности бетонного слоя обделки 

 
При удалении от несущего слоя обделки влияние контактных условий на радиальные сме-

щения точек снижается (рисунок 2), и при r  3R на толщине динамически активного слоя практи-
чески не отражается. Это, как показывают расчёты, характерно и для других компонент НДС 
массива. 

 

2 
1 

0,129 

1,2R 

 

R 

r

2
1 

0,153 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2015 
 

 
79 

 
а 

 

 
б 

 

Рисунок 2 – Изменения перемещений ur, м в сечении  = 0 с удалением  
от верхней (а) нижней (б) точек несущего слоя обделки в радиальном направлении 
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